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Prefácio Editorial
Este livro é constituído de contribuições originais de palestrantes do Seminário Per-
manente Lógica no Avião que visitaram Brasília entre o primeiro semestre de 2013 e o
primeiro semestre de 2018. O seminário ocorre, desde o seu início, na Asa Norte, no
Plano Piloto da cidade de Brasília, onde está situado o Campus Darcy Ribeiro da UnB.
Uma interpretação possível da forma do Plano Piloto remete a um avião, o que inspirou o
nome do seminário. Este contou com cinquenta palestras no período inicial de cinco anos,
um volume de contribuições maior do que podemos colocar em um livro. Temos aqui,
então, apenas onze contribuições divididas em duas partes representativas da atividade
do seminário.
A primeira parte do livro contém artigos dedicados aos fundamentos da lógica e da
matemática, que é a linha temática com maior atividade no seminário. Inicialmente,
encontramos três investigações lógicas sobre teorias fundacionais - aritmética e teoria de
conjuntos. Os artigos de Priest e de Martinez e Venturi exploram modelos para aritméticas
e teorias de conjuntos paraconsistentes, enquanto o artigo de Ferreira é dedicado à clássica
investigação lógica sobre os fundamentos da aritmética conduzida por Frege. Encontramos
em seguida duas análises conceituais relacionadas à lógica intuicionista. O artigo de
Haeusler e Rademaker analisa o tema das obrigações contrárias ao dever, e o artigo de
Campos e Rodrigues analisa o princípio da explosão, ambos no contexto do intuicionismo.
Fechando a primeira parte, temos os artigos de Mariano e de Souza dedicados a métodos
de teoria de categorias no estudo dos sistemas lógicos.
Fundamentos da física e metafísica determinam a segunda linha temática principal
do seminário e definem a segunda parte do livro. Abre esta parte o artigo de Krause
acerca da interpretação da mecânica quântica. Em seguida, temos os artigos de Balashov
e Boccardi em filosofia do tempo e do movimento. Fechando o volume, encontramos o
ensaio de Durante sobre o conteúdo lógico das divergências metafísicas.
Agradecemos a todos os participantes do seminário, tanto aqueles que realizaram pa-
lestras quanto aqueles que estiveram presentes em tais atividades. Devemos, também,
agradecimentos a Gustavo Schmidt, pela ajuda com a produção deste livro, e a Luiza Ra-
mos, pela ajuda na organização de algumas palestras. Ainda, registramos nossa gratidão
às pessoas que colaboraram indiretamente com o projeto. Sem a contribuição de todos
os envolvidos não seria possível manter a regularidade que o seminário apresenta. A lista
com as cinquenta primeiras palestras pode ser encontrada no final deste livro.
Edgar Almeida, Alexandre Costa-Leite e Rodrigo Freire.
Brasília, junho de 2019.
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Parte 1
Fundamentos da lógica e da matemática
Go¨del’s theorem and paraconsistency
Graham Priest1
1. To Begin With
1.1 Introduction. Much has been written about Go¨del’s First Incompleteness Theo-
rem. Nearly always, this is on the assumption that the logic of the theory of arithmetic
in question is classical—or at least intuitionistic—logic. Rarely is the possibility that a
paraconsistent logic is used explored. Yet the use of a paraconsistent logic puts a dis-
tinctively new spin on matters. The point of the present paper is to spell some of this
out.
I shall not assume that people are familiar with the elements of paraconsistent logic—or
at least, of the paraconsistent logic I will deploy. So before we get to paraconsistent
arithmetic, I will spell this out. We will then be in a position to bring this to bear on
Go¨del’s Theorem. Mostly, what I say will be of a technical nature; but I will permit
myself a few philosophical comments towards the end.2
1.2 Go¨del’s Theorem. But first, some background.
If one looks at textbook statements of Go¨del’s Theorem, one will normally find some-
thing like this:
‚ Any axiomatic theory of arithmetic, with appropriate expressive capabilities, is
incomplete—in the sense that there is something true (in the standard model of
arithmetic) that cannot be proved.
This in inaccurate. What the proof of the theorem actually shows is this:
‚ Any axiomatic theory of arithmetic, with appropriate expressive capabilities, is
either incomplete—in that sense—or inconsistent.
Of course, the inconsistent possibility is usually ignored, since in classical logic inconsis-
tency implies triviality, and so this possibility is uninteresting. With a paraconsistent
logic, it is, however.
It might be thought that the proof of the Theorem depends on classical logic. It does
not. In fact, it makes virtually no assumptions about the underlying logic of the theory.
Let me show this.
The theorem can be proved for any theory, T , which satisfies the following four con-
ditions:
1 Departments of Philosophy, the CUNY Graduate Center, and the University of Melbourne. E-
mail: priest.graham@gmail.com.
2 This is a written up version of a talk that has been given in various places, including a meeting of the
Swiss Graduate Society for Logic and the Philosophy of Science (Bern University), and the conferences
Ouroboros 2018: Formal Criteria of Self-Reference in Mathematics and Philosophy (University of Bonn),
and As Formas da Raza˜o (Universidade de Bras´ılia).
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2. Paraconsistent Logic
‚ [A] Go¨del codes are assigned to syntactic entities, such as formulas and proofs.
If n is a number, write its numeral as n. If A is a formula with code n, write xAy
for n.
‚ [B] There is a formula with two free variables, Bpx, yq, which defines the proof
relation of T . That is:
– (i) if n is the code of a proof of A in T then Bpn, xAyq is true in the standard
model
– (ii) if n is the not code of a proof of A in T then  Bpn, xAyq is true in the
standard model
‚ [C] Define Prov y as DxBpx, yq. Then Prov is a proof predicate for T . That is:
– if T $ A then T $ Prov xAy
‚ [D] There is a formula, G, of the form  Prov xGy .3
Given these assumptions, we can now establish Go¨del’s Theorem in the disjunctive
form in which I stated it.
‚ By [D], if T $ G then T $  Prov xGy.
‚ By [C], T $ G then T $ Prov xGy.
‚ Hence, if T $ G, T is inconsistent.
Suppose that T is consistent.
‚ Then T & G.
‚ That is, no number is the code of a proof of G.
‚ By [Bii], for any n,  Bpn, xGyq is true in the standard model.
‚ Hence,@x Bpx, xGyq is true in the standard model.
– As, then, is  DxBpx, xGyq.
– That is,  Prov xGy.
– That is, G.
‚ Hence, G is true in the standard model.
So if T is consistent, it is incomplete. Contrapositively, if T is complete, it is inconsistent.
Notice that virtually nothing is assumed in this argument about the logic of T .
2. Paraconsistent Logic
2.1 Semantics. Let us now turn to details concerning paraconsistent logic. The para-
consistent logic in question is LP . This may be set up in many ways. For our purposes,
the following is most the appropriate.4
The language is a standard first-order language. We take A Ą B to be defined in the
usual way, as  A_B. An interpretation for the language is a structure A “ xD, δy such
that:
3 Standard proofs of the theorem usually do not deliver quite this. What they deliver is a formula,
G, such that G ”  Prov xGy (and in a paraconsistent context, ” does not detach). However, what
follows can be modified to take account of this fact with only minor changes. In any case, there are
various ways to obtain a literal identity. My favourite is as follows. (I’m pretty sure that the idea is due
to Saul Kripke, though I forget where I first learned it.) Extend the language of arithmetic by a new
constant, k. Assign Go¨del codes to this language in the usual way. Let the code of  DxProv k be k.
Now, consider an interpretation of this language which is the same as the standard interpretation, except
that the denotation of k is k. In this interpretation, k “ x DxProv ky.
4 See Priest (2006a), ch. 5, and Priest (2008), chs. 7, 21.
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‚ D is a non-empty domain (of quantification).
‚ For every constant, c, δpcq P D.
‚ For every n-place function symbol, fn, δpfnq is a function from Dn to D.
‚ For every n-place predicate, Pn, δpPnq is a pair, xδ`pPnq, δ´pPnqy such that:
– δ`pPnq Y δ´pPnq “ Dn
‚ δ`p“q “ txd, dy : d P Du
Let A ,` A and A ,´ A mean that A is true and false in A, respectively. Then, given
any interpretation, A:
‚ δpfnt1...tnq “ δpfnqpδpt1q, ..., δptnqq
‚ A ,` Pnt1...tn iff xδpt1q, ..., δptnqy P δ`pPnq
‚ A ,´ Pnt1...tn iff xδpt1q, ..., δptnqy P δ´pPnq
‚ A ,`  A iff A ,´ A
‚ A ,´ A iff A ,` A
‚ A ,` A^B iff A ,` A and A ,` B
‚ A ,´ A^B iff A ,´ A or A ,´ B
‚ A ,` A_B iff A ,` A or A ,` B
‚ A ,´ A_B iff A ,´ A and A ,´ B
To state the truth/falsity conditions for quantified statments, we assume that the language
has been augmented with a new constant, kd, for every d P D, such that δpkdq “ d.5 We
then have:
‚ A ,` @xA iff for all d P D A ,` Axpkdq
‚ A ,´ @xA iff for some d P D A ,´ Axpkdq
‚ A ,` DxA iff for some d P D A ,` Axpkdq
‚ A ,´ DxA iff for all d P D A ,´ Axpkdq
For closed formulas, A, and sets of closed formulas, Σ:
‚ A is a model of A iff A ,` A
‚ A is a model of Σ iff A ,` A, for every A P Σ
‚ Σ |ùLP A iff every model of Σ is a model of A
Note that all of this is exactly the same as classical logic (CL), except that the semantics
of LP allow truth and falsity to overlap.
Next, some simple properties of LP . Call an interpretation classical if δ`pPnq X
δ´pPnq “ H, for every Pn. Then clearly, every classical interpretation is an LP interpre-
tation. Hence:
‚ Σ |ùLP Añ Σ |ùCL A
However:
‚ tA, Au ­|ùLP B
Hence:
‚ Σ |ùCL Aœ Σ |ùLP A
But:6
‚ H |ùCL A ô H |ùLP A
5 This is not essential. It is just a simple way of avoiding talk of satisfaction.
6 For the proof, see Priest (2006a), ch. 5.
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2.2 Collapsed Models. We now come to an important piece of LP metatheory: the
Collapsing Lemma.
Let A be any LP interpretation (and so any classical interpretation), and let ∼ be
any equivalence relation on the domain of A, which is also a congruence relation on the
interpretations of the function symbols in the language. That is:
‚ d1 ∼ e1, ... dn ∼ en ñ δpfnqpd1, ..., dnq ∼ δpfnqpe1, ..., enq
If d P D, let rds be the equivalence class of d.
Now define the collapsed interpretation,
∼
A “
A ∼
D,
∼
δ
E
, as follows:
‚ ∼D “ trds : d P Du
‚ For every constant, c, ∼δpcq “ rcs
‚ For every n-place function symbol, fn,
∼
δpfnqprd1s, ..., rdnsq “ rδpfnqpd1, ..., dnqs
‚ For every n-place predicate, Pn:
– xrd1s, ..., rdnsy P
∼
δ
`
pPn) iff for some e1 ∼ d1, ...,en ∼ dn xe1, ..., eny P δ`pPn)
– xrd1s, ..., rdnsy P
∼
δ
´
pPn) iff for some e1 ∼ d1, ...,en ∼ dn, xe1, ..., eny P δ´pPn)
It is easy to check that the collapsed interpretation is indeed an LP interpretation. In
effect, the collapse identifies all the members of an equivalence class, to deliver an object
which has all the properties of the things in it.
One may now establish the Collapsing Lemma:
If A is any LP interpretation, and
∼
A is any collapse then:
‚ ∼δptq “ rδptqs
‚ If A ,` A then ∼A ,` A
‚ If A ,´ A then ∼A ,´ A
In other words, when an interpretation is collapsed, truth and falsity values are preserved
(though other things may become true or false in the process). The proof of the Lemma
is by the appropriate inductions, and I omit it here.7
3. Inconsistent Arithmetic
3.1 Inconsistent Models. We can now turn to Go¨del’s theorem. To do so, we need
to apply the Collapsing Lemma to establish some facts about models of inconsistent
arithmetic.8
In what follows, let the language be the standard one for first-order arithmetic (with
one constant, 0, and function symbols for successor, addition, and multiplication). Let N
be the set of sentences in this language true in the standard (classical) model of arithmetic.
Let M be any model of N.
If
∼
M is any collapsed interpretation,
∼
M is a model of N, by the Collapsing Lemma.
Let me give a couple of examples of such collapsed models.
Example 1
‚ M is any clssical non-standard model of arithmetic
7 Details can be found in Priest (2006a), p. 229 f.
8 For this, and much further discussion, see Priest (2006a), ch. 17, and the references cited therein.
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‚ d ∼ e iff (d and e are standard and d “ e ) or (d and e are non-standard)
What ∼ does, in effect, is to leave all the standard numbers alone, but identify all the non-
standard numbers. It is easy to check that ∼ is an equivalence relation, and a congruence
with respect to the function symbols. We may draw the diagram of the successor relation
in the collapsed model as follows:
ñ
0 Ñ 1 Ñ 2 Ñ ... i
As is clear,
∼
M |ù Dx x “ x1, but ∼M ­|ù 0 “ 01. Hence, ∼M is a model of N, and the set of
things true in it is inconsistent but non-trival (i.e., not the set of all formulas).
Example 2
‚ M is the standard model of arithmetic
‚ n and p are a natural numbers greater than 1.
‚ d ∼ e iff (d, e ă n and d “ e ) or pd, e ě n and d “ e rmod psq
This relation leaves numbers less than n alone, but numbers greater than or equal to n
behave as in arithmetic mod p. Again, is is easy to check that this is an equivalence
relation, and a congruence relation on the function symbols. We may depict the collapsed
interpretation as follows.
n` p´ 1 Ð ... Ð n` 3
Ó Ò
0 Ñ 1 Ñ ... Ñ n Ñ n` 1 Ñ n` 2
As is clear,
∼
M |ù Dx x “ x 1 ¨ ¨ ¨1 (with p occurrences of the successor function symbol),
and
∼
M ­|ù 0 “ 01. Hence, again, ∼M is a model of an inconsistent but non-trivial set of
sentences that contains all the sentences true in the standard model. Moreover, in this
case,
∼
M is finite. Hence, the set of sentences true in
∼
M is decidable. (The particular
and universal quantifiers behave like finite disjunctions and conjunctions, respectively.)
Hence, it is axiomatizable.
We see, then, that there are non-trivial but inconsistent axiomatic LP theories which
contain all the truths in the standard model. There are, therefore axiomatic LP theories
which are complete but inconsistent.9 Thus, in the disjunctive statement of Go¨del’s
Theorem stated in 1.2, one can no longer ignore the inconsistency disjunct.
3.2 Back to the Go¨del Sentence. Let us now turn to look at the behaviour of the
“Go¨del sentence” in these inconsistent theories.
Let T be any axiomatic arithmetic such that T Ě N. Let Prov x be the arithmetic
predicate which defines T in the standard model. That is:
‚ If T $ A then Prov xAy P N, so T $ Prov xAy
‚ If T & A then  Prov xAy P N, so T $  Prov xAy
9 I note that in the case of Example 2, the model is finite. But this is unnecessary. There are infinite
models of the same kind, i.e., whose theories are axiomatic. This is proved in Paris and Sirokofskich
(2008).
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Let G be  Prov xGy. Then either T $ G or T & G. In either case, T $  Prov xGy.
So T $ G, and T $ Prov xGy). That is, the Go¨del sentence and its negation are both
provable—as opposed to the consistent case, where neither is provable.10
3.3 Some Philosophical Issues. So much for purely technical matters. Let me now
make a few philosophical observations.
Behind Go¨del’s proof of the Incompleteness Theorem—and of course, there are oth-
ers—there is a recognisable paradox concerning the sentence ‘this sentence is not provable’,
which is clearly in the same family as the Liar. We may call this Go¨del’s Paradox, and it
goes as follows. Let G be  Prov xAy.
‚ Suppose that Prov xGy
‚ Then G (what is provable is true)
‚ That is,  Prov xGy
‚ Hence,  Prov xGy (is proved)
‚ That is, G
‚ So Prov xGy (we have just proved it)
Now, of course, this argument cannot be formalised in the arithmetic if it is consistent:
the second line cannot be enforced, however natural it is. However, in a dialetheic solution
to the Liar Paradox, the thought is that there is nothing wrong with the reasoning which
produces contradiction. It is just fine, and we should accept the contradiction it delivers
(though the use of a paraconsistent logic prevents an arbitrary conclusion following). If
this is correct then, it would seem, we should accept the same conclusion in the case of
the Go¨del’s Paradox. The inconsistent arithmetic, then, gets things exactly right.
If one asks why one cannot push through the paradoxical argument in the case of
consistent arithmetics, the answer is that Lo¨b’s Theorem gets in the way. For the theorem
tells us that, for any A, if $ Prov xAy Ą A then $ A. Hence, we cannot infer A from
Prov xAy, for arbitrary A.
Now, in truth, there is already something strange about Lo¨b’s Theorem. Given that
the axiom system is sound, of course one ought to be able to infer A from the fact that A
is proved. Indeed, for any A, Prov xAy Ą A is true in the standard model!11 Intuitively,
one should expect all the Lo¨b sentences to hold in the correct arithmetic. And they do
in the inconsistent arithmetics. To see this, note that for any A, either T $ A or T & A.
In the first case, obviously T $ Prov xAy Ą A. In the second case, T $  Prov xAy, so
T $ Prov xAy Ą A.
10 It might be wondered what happens to Go¨del’s Second Theorem in this context. This theorem
states that given a consistent axiomatic arithmetic of the kind we are dealing with, the canonical statement
of its consistency cannot be proved in the theory. In the case of inconsistent arithmetics, since they are
inconsistent, one would not be expect the theory to be able to prove its consistency. However, if the
theory is non-trivial, one might hope that the theory can prove its own non-triviality. Indeed in the case
of the inconsistent axiomatic arithmetics we are considering, it can. For take some unprovable sentence,
A. Then since T & A,  Prov xAy P N, and so T $  Prov xAy. (Warning: in some theories, we might
be able to prove Prov xAy as well. See, further, Priest (2006a), 17.4.)
11 In case anyone is puzzled by this technically, note that one can add all instances of the Lo¨b sentence
to obtain a consistent theory. The cost is that Prov no longer represents provability in this new system.
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4. Objections
Let me end with a brief mention of a few philosophical objections one might be tempted
to make at this point.
Perhaps the first thought would be that one cannot prove enough in the inconsis-
tent arithmetics. After all, modus ponens for Ą is not valid. That thought can be set
aside quickly, though. Everything true in the standard model is provable in the theory:
everything one could want.
But the next obvious thought is that one can prove too much. True, we have everything
true in the standard model; but we have some of their negations too. Why, however,
should such contradictions be a problem? One reason one might give is that, by the
Principle of Non-Contradiction, contradictions are not true, so one should not want them
to be provable. Clearly, the objection turns on the correctness of the Principle of Non-
Contradiction, and so now the debate must turn to the question of what reason one has
for supposing this to be true. This is not the place to go into the matter. Let me just
say that arguments for the unrestricted validity of the Principle are exceptionally hard to
find.12
The next thought is a more subtle one. We apply arithmetic in science for many
purposes. Contradictions in arithmetic would ruin these applications. This does not
follow, however. Thus, suppose that the inconsistent arithmetic is given as in Example 2.
Then all the equations for numbers less n behave consistently.13 So any sentence where
the quantifiers are bounded by a number less than n also behave consistently. Now, for
practical purposes, we are rarely concerned with really large numbers. Thus suppose that
there is an inconsistent natural number, and so a least, m ` 1. Suppose that this is so
large that it has no empirical meaning. (Maybe m is Apn, nq, where A is the Ackermann
function, and n is the number of elementary particles in the cosmos.) Any sentence
with quantifiers bounded by m is consistent. So the contradictions have no practical
implications.14
5. Conclusion
Whatever one makes of these matters, it is clear that applying a paraconsistent logic to
arithmetic opens up a whole new dimension on matters concerning Go¨del’s Incompleteness
Theorem. Indeed, allowing for the possibility of inconsistency-tolerant theories, does this
in many areas. But Go¨del’s Theorem is undoubtedly one of the most profound pieces of
mathematics in the last 100 years. The new dimensions concerning this are, then, equally
profound.
12 For just the start of the debate, see Priest (1989). See also the essays in Priest (200b).
13 And of course, in Example 1, all the natural numbers behave consistently.
14 For some further discussion, see Priest (1994).
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Linear models and set theory
Santiago Jockwich Martinez1 & Giorgio Venturi2
Abstract
In this paper we review the approach to algebra-valued models and we
introduce an infinite class of natural models for paraconsistent set theory.
We then present several paraconsistent set theories based on Logics of
Formal Inconsistency (LFI), known in the literature as LFI-set theories,
and we show that there is no natural model that validates these systems.
We therefore suggest to abandon these theories.
1. Introduction
There are two possible approaches to paraconsistent set theory. The first one, that we
may call Cantorian, stems from the recognition that the troubles caused by the founda-
tional paradoxes is not ascribable to the basic principles of the theory but to the underlying
logic. This approach calls for a revision of the logic and proposes new logical tools to es-
cape the triviality that originates from set-theoretical antinomies. Generally, this kind of
approach aims at formalizing set theory by means of two simple principles: Extensionality
and unrestricted Comprehension. Examples of these theories can be found in [4], [14],
and [15]. While the proponents of these paraconsistent set theories consider their systems
to be closer in spirit to Cantor’s theory—and to the naïve idea that to every well-defined
property corresponds a set—however their justification suffer of the same weakness that
an intuitionist axiomatic system suffers with respect to Brower’s intuitionism: how to
consider appropriate the use of axioms and deductive rules for regimenting theories that
in the intentions of their creators tended to escape formalization? In other words, how to
conciliate the axiomatic method and a naïve approach to Cantor’s theory of transfinite
numbers?
In direct opposition to the Cantorian approach we may find what we may called
Zermelian paraconsistent set theories. These are the axiomatic systems that, using an
underlying paraconsistent logic, accept as a fundamental step in the development of set
theory the axiomatization that Zermelo proposed in the 1908 paper Investigations in the
foundations of set theory I. From this perspective, classical ZFC captures only partially
the universe of set theory, while a paraconsistent approach is justified in that it offers
a broader view of a theory which includes consistent and inconsistent totalities—to use
a Cantorian phrasing. To put it more emphatically: there are more things in heaven
and earth than are dreamt of in ZFC. Consequently, a Zermelian approach proposes
axiomatic systems as close as possible to classical ZFC, but where the logical connective
receive, instead, a paraconsistent interpretation. Example of these theories may be found
in [9], [10], and [6]. Although both approaches have their pros and cons, we consider the
Zermelian approach closer to set-theoretical practice.
It is undeniable that, from 1908 on, the axiomatization of set theory brought a clearer
picture of the universe of all sets—after decades of works and the efforts of mathematicians
1 University of Campinas, UNICAMP. Email: santijoxi@hotmail.com.
2 University of Campinas, UNICAMP. Email: gio.venturi@gmail.com.
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of the caliber of Zermelo, Fraenkel, Skolem, Von Neumann, and Gödel—in terms of the
cumulative structure of V. Moreover, on the philosophical side, Boolos [3] argued for
a deep conceptual connection between a cumulative hierarchy structure, the iterative
conception of set, and ZFC. For this reason, we believe that the Zermelian approach
should not only be restricted to a system of axioms, but should also consider its semantic
interpretation, in terms of a suitable cumulative hierarchy. This idea has been made
concrete in [10], using algebra-valued models ; i.e. a generalization of Boolean-valued
models to structures whose underlying algebra is not necessarily Boolean. In [10], the
authors introduced an algebra-valued model VpPS3,˚q, based on the paraconsistent algebra
pPS3, ˚q, first introduced in [11]. The approach of [10] has been recently extended in [2]
to produce an infinite class of models, called linear, which include the model VpPS3,˚q as
a special case.
In this paper we investigate wether linear models are suitable structures for the set
theories developed in [6]. The reason for asking this question is twofold. First, the linear
models are the only know models for paraconsistent Zermelian set theories. Moreover, be-
ing the result of algebra-valued constructions, linear models can be seen as natural models
for the Zermelian approach, because of their cumulative hierarchy structure. Second, and
mostly, the algebra pPS3, ˚q is a Logic of Formal Inconsistency, as shown in [8]. Therefore
it is natural to interpret the axioms of these axiomatic systems in a model like VpPS3,˚q,
which is based on the same logical background.
In the next pages we will show that the set theories developed in [6] are not valid
in any linear model. This will therefore motivate the rejection of these theories. More
precisely we will show that there is a deep conceptual issue in the formulation of these
axiomatic systems, since they fall short of capturing inconsistent totalities. In short, these
systems do not comply with the task for which they have been created; either they get a
harmless interpretation of paraconsistency (i.e. classical ZF), or they are just false in the
natural models of Zermelian paraconsistent set theories.
The article is structured as follows. In §2 we introduce the Boolean-valued technique
for constructing models of set theory. In §3 we introduce the linear models for paracon-
sistent set theory. In §4 we introduce a family of Zermelian paraconsistent set theories
based on the language of LFIs—as presented in [6]—and we show that linear models do
not validate them. We conclude offering reasons to abandon these set theories.
2. Boolean valued models
The Boolean-valued model technique represents an alternative, algebraic, presentation
of the forcing method. Forcing was invented by Paul Cohen [7] and is now considered
the cornerstone of contemporary set theory. It is a tool for producing relative consistency
results, that has been used to prove the independence of CH from the axioms of ZFC.
To recall the main ideas and to fix notation we briefly introduce the Boolean-valued
model construction of a model of set theory.3 Given a complete Boolean algebra B, a
Boolean-valued structure is defined by transfinite recursion:
VBα “ tx |x is a function and ranpxq Ď B and there is ζ ă α with dompxq Ď VBζ u and
VB “ tx|Dαpx P VBα qu.
3 For reasons of space, we do not define notions that are standard in the literature. For a broader
and more complete presentation, we defer the interested reader to [1].
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Extending the language of set theory with constants for every element of VB, we can
define a new language LB, as common in model theory, that allows one to talk about the
Boolean valued structure VB, by means of what are called B-sentences. We can therefore
generalize the notion of satisfaction. Indeed, it is possible to define a B-evaluation function
that assigns to every B-sentence σ, its Boolean truth value JσK P B.4 Hence, wheneverJϕK “ 1B (that is, the maximal element of the complete Boolean algebra B), then we say
that ϕ is valid in VB. The definition the B-evaluation function not only resembles closely
that of a truth definition, but, similarly, it cannot be fully defined within ZFC, because,
as in the case of the truth predicate, the collection of all ordered pairs pσ, JσKBq is not a
definable class in ZFC.5
The Boolean-valued structures so constructed are non-standard in a very strong sense.
Indeed, the interpretations of the basic notions of equality and membership have an ad
hoc non-standard character. Given a complete Boolean algebra B and u, v P VB,
Ju P vK “ ł
yPdompvq
pvpyq ^ Ju “ yKq
and
Ju “ vK “ ľ
xPdompuq
pupxq ñ Jx P vKq ^ ľ
yPdompvq
pvpyq ñ Jy P uKq.
Notice that the above evaluations are inter-defined by a simultaneous recursion and
in terms of the algebraic structure of the Boolean algebra. On the other hand, the other
logical connective are interpreted in the standard way.JKKB “ 0B,Jϕ^ ψKB “ JϕKB ^B JψKB,Jϕ_ ψKB “ JϕKB _B JψKB,JϕÑ ψKB “ JϕKB ñB JψKB,JDxϕpxqKB “ŽuPV BJϕpuqKB, andJ@xϕpxqKB “ŹuPV BJϕpuqKB,
where on the left side of the equality are displayed logical connectives, while on the right
side the operations of the algebra B, and the negation is defined in terms of implication
and K.
The interest of this construction lays in the fact that, due to the properties of Boolean
algebras, all axioms of ZFC are valid in VB, that is, if σ is an axiom of ZFC, thenJσKB “ 1B. On the other hand, if JσK ‰ 0B, we can say that σ is consistent with ZFC.
Moreover, the versatility of this method consists in the possibility to obtain different
consistency results just by changing the underlying algebra and thus constructing different
models.
4 Remember that 0B and 1B , respectively the smallest and largest elements of a Boolean algebra B,
may be interpreted as falsehood and truth; hence, all other elements of the algebra have the intuitive
meaning of intermediate truth values.
5 However, notice that, due to the definability in the ground model of the forcing relation, we have
that, fixing a formula ϕ, the collection tpτ, ϕpτq|τ P VBu is a class definable in VB.
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3. Models for Zermelian set theories
Definition 1. We call a poset pA;ďq a meet semilattice if every two elements x, y P A
have an infimum, denoted by x ^ y. If there also exists a supremum, x _ y, for any two
elements x, y P A, then pA;ďq is a lattice. We say that pA;ďq is a bounded lattice if
it is a lattice that has a greatest element 1A and a least element 0A. A lattice pA;ďq is
complete if the supremum
Ž
X and the infimum
Ź
X exist for every X Ď A. A lattice is
called distributive if it satisfies the distributivity law, that is, x^py_zq “ px^yq_px^zq
for all x, y, z in its universe.
In what follows, by an algebra we mean a complete bounded distributive lattice. A
first step in the construction of natural models for Zermelian paraconsistent set theories
has been undertaken in [10], modifying the underlying algebra of a Boolean-valued model
construction. The authors of [10] individuated a specific class of algebra suited for this
purpose: the reasonable implicative algebras (ri-algebras henceforth). Following [10], an
algebra, in order to be a ri-algebra needs to have an operationñ that satisfies the following
properties:6
P1 px^ yq ď z implies x ď py ñ zq
P2 y ď z implies pxñ yq ď pxñ zq
P3 y ď z implies pz ñ xq ď py ñ xq
P4 ppx^ yq ñ zq “ pxñ py ñ zqq
But a further condition (or better a schema of conditions for every ϕ a negation free
fromula) is then required, in order validate all axioms of ZF.
J@xϕpxqKA “ ľ
xPdompuq
pupxq ñ JϕpxqKAq pBQϕq
Theorem 2. ([10]) Any ri-algebra A that satisfies BQϕ, for any negation free formula
ϕ, is such that the model VA validates the negation free fragment of ZF.
In [10] we find an example of an algebra, called PS3, for which the hypotheses—and
thus the conclusion—of Theorem 2 hold. Thus, VPS3 validates all axioms of ZF, with the
axiom schemata restricted to negation free formulas.
ñ 1 1
2
0
1 1 1 0
1
2
1 1 0
0 1 1 1
_ 1 1
2
0
1 1 1 1
1
2
1 1
2
1
2
0 1 1
2
0
^ 1 1
2
0
1 1 1
2
0
1
2
1
2
1
2
0
0 0 0 0
Figure 1. Connectives for PS3
6 A caveat for the reader: by an ri-algebra we mean what in [10] was called reasonable deductive
implication algebra. We slightly changed the terminology for notational and expository convenience. We
hope not to confuse the well-informed reader.
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The main result of [10] consisted in showing that it is also possible to add a paracon-
sistent negation ˚, defined by 1˚ “ 0, 1
2
˚ “ 1
2
and 0˚ “ 1, in such a way that VpPS3,˚q is a
paraconsistent model of the negation free fragment of ZF (which will be abbraviated as
NFF-ZF). More recently, in [2], this approach has been extended to show that VpPS3,˚q is
only one element of a uniformly defined class of models for paraconsistent NFF-ZF.
Definition 3. By V we indicate the class of linear algebras of the form
L “ pL,^,_, , D, 0, 1q, where  x “ maxty : x ^ y “ 0u exists for every x P L as
well as Dx “ minty P L : x _ y “ 1u exists for every x P L, such that the base set is
order-isomorphic to an ordinal. By an V-algebra we mean a member of V.
Theorem 4. ([2]) Given an V-algebra L, it is possible to define an implication that
not only makes it an ri-algebras, but that also satisfies BQϕ, for any negation free formula
ϕ. Moreover, it is possible to define a paraconsistent negation in such a way that VL is a
model of paraconsistent ZF.
We refer to an V-algebra also as L “ pL;^,_, , ˚q, displaying the two operations
 and ˚ of Theorem 4. These operations are used to interpret the implication and
the negation from the language of set theory. For this reason we call these algebraic
operations, respectively, implication and negation.
Lemma 5. ([2]) Let L be a linear algebra of the form L “ pL;^,_, , ˚q. When
|L| “ 2 we get that VL “ VB2, where B2 is the two-elements Boolean algebra, while when
|L| “ 3 we get that VL “ VpPS3,˚q.
The names negation and implication for the characteristic operations of linear algebras
are well justified by the the next two lemmas that show their proximity to the classical
case.
Lemma 6. ([2]) The negation ˚ of a linear algebra L maps each intermediate value of
the base set to itself, that is for all a P L such that 0 ‰ a ‰ 1 we have a˚ “ a. Besides
that 0˚ “ 1 and 1˚ “ 0.
Lemma 7. ([2]) For any L P V and for any x, y P VL the following holds: Jϕpxq  
ψpyqK “ 0 if and only if JϕpxqK ‰ 0 and JψpyqK “ 0. 
4. Logics of Formal Inconsistency and their set theories
In this section we briefly introduce the Zermelian set theories we will discuss in this
paper and the logics on which they are based.
4.1 Logics of Formal Inconsistency. The LFIs form a family of paraconsistent logics
that extend the syntactic approach of Da Costa to paraconsitency, by expressing consis-
tency at the meta-linguisitic level by means of a unary operator which extends the logical
language. These logics where first introduced by João Marcos in his doctoral thesis [12].7
More syntactically, we can define these logics as those which satisfy the following two
conditions:
(1) There is a set of formulas Γ and formulas α and β such that ΓY tα, αu & β.
7 For an up to date presentation of LFI see [5].
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(2) Given a formula α, there is a set of formulas ˝pαq, uniquely determined by α, such
that for any set of formulas Γ and for any formula β, ΓY ˝pαq Y tα, αu $ β.
The principle (1) implies that LFIs are non-explosive logics, in the sense that a con-
tradiction does not always entail arbitrary statements, i.e. the formula α Ñ p α Ñ βq
is not valid. On the other hand, the intuitive motivation of p2q is that negation is only
explosive with respect to consistent formulas; therefore a theory that admits ˝pαq, α, α
is therefore trivial. This allows us to separate the sentences that make a theory explosive,
from those that do not.
The weakest LFI is called mbC and consists of positive classical propositional logic
pCPL`q, plus a paraconsistent negation  and a consistency operator ˝ which are added,
together with a minimal set of rules to make it an LFI. In this case ˝pαq is just the
singleton t˝αu. Notice that the classical negation can be defined within mbc as „ α “df.
α Ñ p˝α ^ α ^  αq. Furthermore, mbc constitutes a conservative extension of CPL`,
since every theorem of CPL` can be recovered in mbC.
Definition 8. The logic mbC is defined over the language the classical propositional
language extended by the ˝-operator and is axiomatized by the following Hilbert-style ax-
ioms:
Axiom schemas:
αÑ pβ Ñ αq pAx1q
pαÑ pβ Ñ γqq Ñ ppαÑ βq Ñ pαÑ γqq pAx2q
αÑ pβ Ñ pα ^ βqq pAx3q
pα ^ βq Ñ α pAx4q
pα ^ βq Ñ β pAx5q
αÑ pα _ βq pAx6q
β Ñ pα _ βq pAx7q
pαÑ γq Ñ ppβ Ñ γq Ñ ppα _ βq Ñ γqq pAx8q
α _ α pAx9q
˝αÑ pαÑ p αÑ βqq pAx10q
Inference rule:
α αÑ β pMPq
β
Observe that pAx1´Ax9q plus pMPq constitute a Hilbert calculus over the signa-
ture for CPL`, whereas pAX10q is called the gentle law of explosion and characterizes
primarily mbC as an LFI.
Next we will present the first order (with equality) version of mbc, the LFI Qmbc«.
Definition 9. Let Θ be a first-order signature with a «-symbol for equality and that
includes the ˝-operator. The logic Qmbc« is defined by a Hilbert Calculus that extends that
for mbc over the signature Θ, adding the following axiom schemas and inference rules:
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Axiom schemas:
ϕrx{ts Ñ Dxϕ, if t is a term free for x in ϕ pAx11q
@xϕÑ ϕrx{ts, if t is a term free for x in ϕ pAx12q
αÑ β, whenever α is a variant of β pAx13q
@xpx « xq pAx14q
@x@yppx « yq Ñ pαÑ αrx{ysqq, if y is a variable free for x in αpAx15q
Inference rules:
αÑ β if x is not free in α p@ ´ Inq
αÑ @xβ
αÑ β if x is not free in β pD ´ InqDxαÑ β
4.2 LFI-set theories. The basic system of paraconsistent set theory that we discuss
are based on the logic Qmbc« and a first order signature ΘZF , which contains, besides the
equality predicate «, a binary predicate P and a further unary predicate C, which stands
for the consistency of sets—as opposed to formulas.
The possibility to distinguish between inconsistent and consistent sets is intended to
capture a seminal intuition of Cantor, who made a clear separation between consistent
and inconsistent totalities, that is, between sets and collections that are to big to be sets,
like the totality of all alephs. This distinction was not only a terminological curiosity,
since Cantor used the notion of inconsistent totality in a mathematical argument meant
to show that the collection of cardinal is totally ordered by size; [13], p. 410.
Definition 10. ([6]) The system ZFmbC is the first order theory with equality ob-
tained from the logic Qmbc« over ΘZF by adding the following set- theoretic axiom schemata:
@x@yr@zpz P y Ø z P xq Ñ px “ yqs (Extensionality)
@xDy@zpz P y Ø @w P zpw P xqq (Power Set)
@xDy@zpz P y Ø Dw P xpz P xqq (Union)
@x@yDz@wpw P xØ pw « x_ w « yqq (Pairing)
DwppH˚ P wq ^ p@xqpx P w Ñ xY txu P wqq (Infinity)8
FUNϕ Ñ Db@ypy PØ Dxpx P a^ ϕpx, yqqq (Replacementϕ)9
pDb@xppx P bq Ø ppx P aq ^ ϕpxqqqq (Separationϕ)
Cpxq Ñ pDypy P xq Ñ Dppy P xq^ ∼ Dzpz P x^ z P yqqq (Weak regularity)
px ff yq Ø Dzppz P xq ^ pz P yqq _ Dzppz P yq ^ pz P xqq (Unextensionality)
@xpx P y Ñ pCpxq Ñ Cpyqq (Con0)
@xpCpxq Ñ ˝px “ xqq(Con1)
@x ˝ px “ xq Ñ  Cpxq(Con2)
Notice that in ZFmbC we have at disposal a classical „ negation and a paraconsistent
one  , since this is already the case in QmbC«. Moreover, we can use x ff y to abbreviate
 px « yq and x R y to abbreviate the formula  px P yq. Notice that the first six axioms,
8 In the axiom of infinity H˚ stands for the strong empty set H˚ :“ tx| ∼ px « xqu.
9 For the replacement schema let ϕpx, yq be a formula where variables x and y occur free. Let z be
a fresh variable. Then FUNϕ denotes the following formula: FUNϕ “Df @x@y@zpϕpx, yq ^ ϕpx, zq Ñ
py « zq.
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when added to classical first order logic with identity together with the regular regularity
axiom constitute the ZF set theory. Therefore the non classical flavor of this set theory
stems from Weak regularity, Unextensionality and the axioms governing the consistency
predicate.
In [6] it is proved that ZFmbC is non-trivial provided that ZF is consistent. As a
consequence, this paraconsistent set theory—as it is the case in V PS3—does not allow the
Russel set in their respective ontology. On the other hand this set theory is extremely
weak with regard to its expressive power, since we can not define inconsistent sets nor
the inconsistency operator. To this aim, we need to consider extensions of ZmbC defined
by taking stronger LFIs and appropriate axioms for the consistency predicate. The first
system we consider is based on the logic mCi.
Definition 11. ([6]) The system ZFmCi is obtained from ZFmbC by adding the
following axioms, for n ě 0 :
 ˝ ϕÑ pϕ^ ϕq (ci)
 n`2 ˝ ϕÑ  n ˝ ϕ( n)
@xp Cpxq Ñ  ˝ px « xq(Con3)
@xp Cpxq Ñ  ˝ px P xq(Con4)
The first two axioms (ci) and ( n) transform the underlying logic mbC into the
stronger logic mCi , in which the inconsistency operator can be defined as ‚ϕ :“  ˝ ϕ
and inconsistent sets as the dual of consistents sets, so Ipxq :“  Cpxq.
Definition 12. The system ZFCi is obtained from ZFmCi by adding axiom cf :
  ϕÑ ϕ (cf)
Definition 13. Let ZFCil be the system obtained from ZFmCi by adding the following
axioms:
 pϕ^ ϕq Ñ ˝ϕ pclq
@xpp px « xq ^ px ff xqq Ñ Cpxqq (Con5)
@xpp px P xq ^ px R xqq Ñ Cpxqq (Con6)
5. LFI-set theories and linear models
In this section we will show that the paraconsistent Zermelian set theories ZFmbC,
ZFmCi, ZFCi and ZFCil are not valid in any B˚- valued model ( we will refer to them
simply as linear models). This result is counterintuitive, since by Theorem 4 the three-
elements linear algebra is nothing else then pPS3, ˚q, which is an LFI, as noted in [8]. This
is odd and will reveal serious issues in the conception and motivation of these Zermelian
set theories.
5.1 ZF-axioms. In order to check whether the axioms of an LFI-set theory is valid in
a linear model, we first need to specify the interpretation of the ˝-operator. Since this
operator is the source of classicality, we use the following evaluation J˝ϕK “ JϕÑ KK_J„
ϕ Ñ KK, which expresses the fact that ϕ is consistent if either ϕ or its negation is false.
In the three element case this gives rise to the following table.
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ϕ ˝ϕ
1 1
1
2
0
0 1
Figure 3. Three valued matrix for consistency operator
We now check the validity of the axioms of ZFmbC in the linear models. Since the
focus of this work is paraconsistency we require our models to be non-classical.
Definition 14. By a paraconsistent linear algebra we mean a V-algebras L such that
|L| ą 2. The class of such algebras will be indicated by V˚ and its elements V˚-algebras.
By a paraconsistent linear model we mean a V-model of the form VL, with |L| ą 2, and
we refer to it as a V˚-model.
By Theorem 4 we know that the negation free fragment of ZF is valid in any lin-
ear model. Therefore, any linear model verifies (Union), (Extensionality), (Power set),
(Separationϕ), (Foundationϕ)10, and (Replacementϕ), for ϕ negation free.
On the other hand, (Infinity) and (Weak regularity), as presented in [5], are not valid
in any V˚-model. Nonetheless, by a suitable modification we can obtain their validity,
without distorting the spirit of ZFmbC. The issue with (Infinity) consists in the use of
the strong empty set H˚ which cannot be defined in the V˚-models. In [5], the authors
define the strong empty set using (Separation) and (Extensionality) and the fact that
ZFmbC $ ppx P aq ^ ∼ px “ xqq Ø∼ px “ xq. However, this cannot be done in
any V˚-model, since the formula that defines the strong empty set is not a negation free
instantiation of separation. But this is not dramatic, since we can use a different, negation
free, formulation of (Infinity) that suits better an algebra-valued model treatment of set
theory:11
DxrDyp@zpz P y Ñ Kq ^ y P xq ^ @w P xDu P xpw P uqs
On the other hand, (Weak regularity) states that only consistent sets cannot be sets
of themselves. But notice that (Foundationϕ) is valid in any V˚-model, for ϕ negation
free and therefore we have that Jx P xKL “ 0, for all x P VL and L P V. Thus even
inconsistent sets cannot be ill-founded. This seems to suggest that we should discard
(Weak regularity) in favor of (Foundationϕ), for ϕ negation free.
For what concerns (Unextensionality) the situation is more serious. Before stating the
relevant result, a word on notation. When we say that an algebra-valued model satisfies
a formula we mean that, for any filter we can define on the algebra, the evaluation will
yields a value in the set of designated values. In this case we write VL ( ϕ. On the
contrary, if we want to stress the selected filter we use the following notation. Given a
filter G Ď A defined on the base set of an algebra A we write VL (G ϕ to say that ϕ is
valid in VL according to the consequence relation engendered by the filter G.
Theorem 15. Let VL be a V˚-model, then VL * (Unextensionality).
Proof. We prove that VL *(Unextensionality) by showing that there is a filter
G Ď L such that VL *G(Unextensionality). Notice that pPS3,˚ q is contained in any
10 Foundation is here intended in terms of transfinite recursion, which is indeed a schema
11 This definition of the axiom of infinity was already proposed in [1].
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V˚-algebra. Let us call the elements of the base set of pPS3,˚ q as t0, 12 , 1u. And let define
G to be a filter that contains 1
2
, and hence all the elements above 1
2
.
We can consider the following names as witnesses for all V˚-models: p 1
2
“ xH, 1
2
y, x “
xp 1
2
, 1y, y “ xp 1
2
, 1
2
y. Now, we simply calculate the value of (Unextensionality) in a generic
V˚-model VL:
“
ł
wPVL
pJw P xK^ Jw P yKq _ ł
wPVL
pJw P xK^ Jw P yKq
“ p1^ 1
2
q _ p1^ 1
2
q
Now we can deduce the truth values of Jw P yK˚ “ 1
2
and Jw P xK˚ “ 0. Furthermore, it
is easy to show that Jx “ yK “ 1 and by Lemma 6 J px “ yqK “ Jx “ yK˚ “ 0. Now, we
can calculate readily
ł
wPVL
pJw P xK^ Jw P yK˚q _ ł
wPVL
pJw P xK˚ ^ Jw P yKq “ 1
2
Since we know that the antecedent of the unextensionality axiom receives truth value 1
2
and the consequent truth value 0, we can conclude by Corollary 3.11 that the right-to-left
implication of (Unextensionality) and therefore the axiom itself, receives truth value 0.
Notice that the above argument can be adapted to show that, given a V˚-model
VL and a filter G Ď L such that |G| ą 2, there are always three elements in VL that
witness the failure of (Unextensionality). It is sufficient to choose the relevant intermediate
element of L—that plays the role of 1
2
q in pPS3,˚ q—high enough to be in the filter.12
The case |G| “ 1 is not relevant since in this case G “ t1u and therefore the resulting
consequence relation is classical.
Therefore (Unextensionality) fails very badly in any V˚-model, disregarding the choice
of the consequence relation. This is already troubling, but a possible strategy would
consist in biting the bullet and just to eliminate this axioms. However, we will show that
the issues of LFI-set theories lay much deeper in the interpretation of inconsistent sets.
5.2 C-axioms. In [6] the definition of inconsistency is given in terms of the violation
of the basic logical operations of set theory: equality and membership.
(i)  Cpxq Ø px P xq
(ii)  Cpxq Ø  ˝ px P xq
(iii)  Cpxq Ø px ff xq
(iv)  Cpxq Ø  ˝ px ff xq
We now show that these definitions cannot capture the notion of inconsistency in any
linear model.
12 Notice that it is in this part of the argument that we use Lemma 6, to show that an intermediate
value is mapped to itself by the ˚-negation.
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Proposition 16. For L P V˚, we have that (i) Jx P xKL “ 0, (ii) J ˝ px P xqKL “ 0,
(iii) Jx ff xKL “ 0 and (iv) J ˝ px ff xqKL “ 0.
Proof. Notice that we have already argued that (Foundationϕ), for ϕ negation free,
yields Jx P xKL “ 0. This establishes (i). From (i) we know that Jx P xKL receives a
classical truth value. Hence we deduce J˝px P xqKL “ 1. Then by Lemma 6 J ˝ px P
xqKL “ 0, establishing (ii). Adapting Proposition 1 of [10], we know that for every x P VLJx « xKL “ 1 and upxq ď Jx P uK for every u in the domain of x, so Jx ff xKL “ 0. From
this follows (iii). Furthermore, given the classical truth value of Jpx ff xqKL it follows thatJ˝px ff xqKL “ 1. Finally, given Lemma 6 we can conclude J ˝ px ff xqKL “ 0, which
settles (iv).
This proposition shows clearly that none of the above interpretations of inconsistency
can ever be realized in any V˚-model.
6. Conclusion
The failure of the characteristic axioms of these LFI-set theories, together with the
impossibility to define inconsistency in the way proposed in [6], leaves us with two options.
Either we assume that, @x P VLJ CpxqKL “ 0, therefore assuming that every set is
consistent, or we can try to modify the interpretation of the consistency predicate in order
to provide examples of inconsistent sets in V˚-models. We argue that both strategies are
unfeasible.
Let us make explicit the two horns of this dilemma:
Horn 1: The first strategy consists in eliminating inconsistent totalities from the picture.
This option is, as a matter of fact, not very far from Cantor’s ideas. Indeed in several
letters to Hilbert and Jourdain ([13], p.425–435) Cantor identified sets and consistent
totalities, arguing that the universe of set was the collection of all totalities that did not
lead to any contradiction. On this basis we can therefore postulate an axiom, that we can
call Cantorian Axiom, that expresses this intuition.
Cpxq Ø Setpxq (Cantorian Axiom)
Now, if we extend ZFmbC with the Cantorian Axiom we obtain that all V-models
validate this set theory and all its extension. Indeed these LFI-set theories would all be
equal ZF, since we have just removed all inconsistent sets. However, this move would
totally trivialize the main motivation of using a consistency predicate in dealing with an
inconsistent set theory, as clearly expressed [5], p. 366.
The main idea is to assume that not only sentences can be taken to be
consistent or inconsistent, but also that sets themselves can be thought
to be consistent or inconsistent. We establish the basis for new paracon-
sistent set-theories (such as ZFmbC and ZFCil) under this perspective
and establish their non-triviality, provided that ZF is consistent.
Horn 2: On the other hand, we could try to modify the interpretation of the (in)consistency
predicate, in order to have at least one set x such that J CpxqK ě a, for a designated value
a ‰ 1 of a V˚-algebra. However, also this strategy is doomed to fail, since no V˚-model
would be able to validate ZFmCi, or ZFCi, or ZFCil.
Lemma 17. Let VL be a V˚-model, G Ď L a filter containing an element a P L that is
different from 1, and x P VL such that J CpxqKL ě a. Then VL *  Cpxq Ñ  ˝ px “ xq
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6. Conclusion
Proof. Due to Proposition 1 in [10], we know that J˝px “ xqKL “ 1 and thereforeJ ˝ px “ xqKL “ 0. Then by Corollary 3.11 :J CpuqKL ě a J ˝ pu “ uqKL “ 0.
Notice that in this case we would validate (vacuously) all the axioms of ZFmbC that
govern the consistency predicate, with exception of con0. This is due to the fact that
either  Cpxq occurs in the consequent of an axiom, so that the antecedent is always false,
as it is the case with con2, or Cpxq occurs in the antecedent, so that the consequent will
be trivially true, as in con1.
Besides the formal problems that arise from accepting the existence of inconsistent
totalities, there is also a deeper conceptual issue. A charitable interpretation of the
inconsistency predicate—that seems faithful to the history of set theory—would consists
in equating inconsistent objects and proper classes. However, at a closer look the axioms
of ZFmbC force us to discard this possibility, since the axiom con0 would implies that the
universal class is a set and not a proper class. Indeed, it says that the property of being a
set is propagated P-upward, which clearly cannot be the case since all elements of V are,
by definitions, sets.
We can therefore conclude, from Horn 1 and Horn 2, that the LFI-set theory we
discussed are not valid in the most natural models for Zermelian set theories at disposal.
This is even more belittling, considering that the internal logic of VpPS3,˚q is an LFI. Not
only we need to give up the characteristic axiom (Unextensionality), but Horn 2, together
with the charitable interpretation of inconsistent totalities as classes, shows that not even
the weak ZFmbC-axioms that govern the C-predicate can hold in a V˚-model. We believe
that the fact that inconsistent totalities do not find a place in these LFI-set theories is
a serious betrayal of their original motivation, which therefore suggest a fresh new start.
The failure of this attempt leaves open the challenging problem of making inconsistent
totalities compatible with a Zermelian set theory based on a paraconsistent logic. We
leave this open question for future work.
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Hesitações na aritmética de Frege
Fernando Ferreira 1
Em 1884, Gottlob Frege fecha a introdução d’Os Fundamentos da Aritmética com a
formulação de três princípios fundamentais:
(1) É necessário separar com nitidez o que é psicológico do que é lógico, o que é
objetivo do que é subjetivo.
(2) Só se pode perguntar pela denotação de uma palavra no contexto de uma pro-
posição e não considerando-a isoladamente.
(3) Deve manter-se sempre presente a distinção entre conceito e objeto.
Estas três injunções metodológicas estão na base do programa logicista de Frege de
redução da aritmética à lógica. Estão mesmo na base do surgimento da filosofia analítica.
O volume d’Os Fundamentos da Aritmética é hoje considerado uma obra-prima da
filosofia. Contém, numa primeira parte, críticas às opiniões de filósofos e matemáticos
da época acerca da noção de número e termina com a exposição duma nova tese para
a fundamentação da aritmética. Não obstante, esta é uma obra essencialmente progra-
mática e pouco amadurecida. O próprio Frege afirma n’Os Fundamentos da Aritmética
que não fez nada “mais do que ter tornado verosímil a natureza analítica das proposições
aritméticas” e adianta que dúvidas quanto à natureza puramente lógica dos raciocínios
expostos apenas podem ser dissipadas “por meio de uma apresentação de uma cadeia de-
dutiva sem lacunas”. O magnum opus de Frege são os dois tomos das Grundgesetze der
Arithmetik (Leis Fundamentais da Aritmética), publicados com um intervalo de dez anos,
em 1893 e 1903. Nesta obra, Frege leva a cabo o programa logicista nos termos com os
quais se achava comprometido, i.e., por meio de deduções estritamente formais. Para o
fazer, Frege socorre-se do seu anterior trabalho Begriffsschrift (Notação Conceptual) de
1879. Na nossa opinião, a grandeza imorredoura de Frege encontra-se precisamente nesta
obra precoce. De uma assentada, Frege faz nesta obra duas contribuições geniais. Em
primeiro lugar, inventa uma linguagem formal para a quantificação, em que os quantifi-
cadores podem aparecer encadeados. Depois, oferece-nos um cálculo formal para efetuar
deduções nesta linguagem (o cálculo de predicados).
É bem certo que se pode pôr em causa a importância que Frege dá a formalizar
completamente os raciocínios da sua dedução lógica da aritmética. Hoje em dia, muitos
argumentarão que isso não é essencial e que, de facto, é a própria informalidade d’Os
Fundamentos da Aritmética que a torna uma obra acessível, conhecida e lida. Também
eu partilho desta opinião. Porém, não se deve passar em claro as enormes consequências
involuntárias que a opção fregiana teve. As linguagens de programação são linguagens
formais e podem ser consideradas herdeiras afastadas da visão fregiana. Mais próximo
das preocupações de Frege, o Begriffsschrift é o primeiro sistema formal dedutivo depois
do cálculo silogístico aristotélico, ultrapassando-o vastamente em poder expressivo. Com
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efeito, o cálculo de predicados é capaz de formalizar axiomaticamente a prática matemá-
tica, o que deu origem à disciplina da Lógica Matemática e aos estudos metamatemáticos.
No âmbito da Lógica Matemática estas formalizações ocorrem, em grande parte, como
formalizações em princípio. Porém, com o aparecimento recente dos assistentes de de-
monstrações (“proof assistants”), a visão fregiana do rigor, no seu sentido mais estrito,
encontrou o seu herdeiro natural e do qual – tenho essa convicção – ainda se vai ouvir
falar muito nas próximas décadas.
Afirmei acima que Os Fundamentos da Aritmética é uma obra pouco amadurecida.
Tal não obsta a que se encontre n’Os Fundamentos da Aritmética grandes ideias e análises,
de que são exemplos a defesa de que o número se aplica a um conceito ou o esboço da
dedução lógica das leis fundamentais da aritmética a partir do princípio de Hume. Porém,
em certas alturas cruciais, a obra é surpreendentemente hesitante e ambígua, oscilando
fortemente entre posições incompatíveis. Frege acaba por não fazer uso direto da segunda
injunção para explicar a apreensão de números, ainda que esta injunção esteja sempre
presente como um espectro no logicismo d’Os Fundamentos da Aritmética. Por outro
lado, se bem que a terceira injunção seja sempre mantida na forma, ela não é mantida na
substância e isso veio a revelar-se fatal por causa do paradoxo de Russell.
Gostaria de terminar este introito com uma observação pouco habitual. Um leitor
de Frege, mesmo que não muito atento, não deixará de notar o modo mordaz com que
por vezes Frege critica posições rivais. Esta forma de proceder deixou marca nefasta
nalguma prática da filosofia analítica, traduzindo-se ocasionalmente por certas formas
pouco corteses de criticar posições adversárias. Também, aqui e ali, levou a um estilo de
filosofar muito apoiado no bon mot em prejuízo duma sobriedade distanciada. Não está
em causa o facto de Frege ter razão na grande maioria das críticas que fazia, mas o tom
e a insistência com que as fazia provavelmente gerava algum desconforto e, certamente,
não ajudou a que o seu trabalho fosse justa e devidamente apreciado mais cedo.
II
N’Os Fundamentos da Aritmética, Frege propõe uma nova forma de explicar o acesso
epistemológico a objetos abstratos. Tomemos o próprio exemplo de Frege da direção duma
reta. Dada uma reta `, o termo “a direção da reta `” denota um objeto autónomo. Isto
não requer, no entanto, que se tenha de dar uma denotação a este termo quando ele é
considerado isoladamente. De acordo com a segunda injunção fregiana, apenas temos de
responder pela denotação duma expressão no contexto duma proposição. Frege elege as
igualdades entre direções como caso paradigmático destas proposições. De acordo com
Frege, ao utilizarmos termos como “a direção da reta `”, temos de estar na posse dum
critério que permita afiançar se esse termo denota o mesmo objeto que outro termo do
mesmo género. É claro que possuímos esse critério e ele é o seguinte: a direção da reta `
é igual à direção da reta r se, e somente se, ` e r são retas paralelas.
O critério acima estabelece, nas palavras de Frege, “o conteúdo de um juízo de reco-
nhecimento” e marca uma forma de abstracionismo que se harmoniza muito naturalmente
com as três injunções fregianas. A segunda injunção, como vimos, desempenha um papel
crucial na própria formulação deste abstracionismo. Por outro lado, ao evitar considerar
expressões do género “a direção da reta `”, tomadas isoladamente, não caímos na tentação
de invocar representações subjetivas de direções ou de apelar a uma intuição de direções.
O critério fregiano de igualdade é puramente objetivo. A primeira injunção é, portanto,
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cumprida escrupulosamente. Finalmente, Frege não define a direção da reta ` como sendo
o conceito “ser uma reta paralela à reta `”. Para Frege, as direções são objetos e (de acordo
com a terceira injunção) devemos ter sempre presente a distinção entre conceito e objeto.
Uma direção não é um conceito.
Todavia, a situação da teoria abstracionista de Frege n’Os Fundamentos da Aritmética
é ambígua e problemática. Ainda que Frege chame com frequência a atenção para os juízos
de reconhecimento, acaba por não subscrever o abstracionismo que os torna tão centrais.
Diria que Frege gosta deste abstracionismo, que o acha uma muito boa ideia, mas que –
finalmente – renuncia a ele a contragosto. Renuncia a ele umas poucas páginas depois de
o ter introduzido. A (auto)crítica é contundente. Não basta ter maneira de determinar
quando é que as igualdades da forma “a direção da reta ` é igual à direção da reta r” são
verdadeiras para que, automaticamente, tenhamos um método para determinar o valor
de verdade de todas as proposições em que ocorram termos do género “a direção da reta
`”. É também necessário que se dê um método para determinar o valor de verdade das
proposições da forma “a direção da reta ` é igual a t”, onde t é um termo (denotando
um objeto) não necessariamente do género “a direção da reta r”. Frege põe a questão
da seguinte maneira: como é que sabemos “se a Inglaterra é o mesmo que a direção do
eixo da Terra”? A pergunta parece estapafúrdia mas, de facto, revela uma grande finura
lógico/filosófica por parte de Frege. Ninguém iria confundir a Inglaterra com a direção do
eixo a Terra, mas a distinção não se explica a partir do critério da igualdade de direções.
“Falta-nos o conceito de direção”, afirma Frege e, é claro, anda-se em círculo se dissermos
que t é uma direção se t for a direção dalguma reta. Este problema é hoje conhecido por
problema do Júlio César pois, n’Os Fundamentos da Aritmética, Frege pergunta “se este
conhecido conquistador da Gália é ou não um número”.
Chegado a este ponto, Frege tenta outro caminho. Define agora as direções explicita-
mente (e não através de proposições de reconhecimento): a direção da reta ` é a extensão
do conceito “ser uma reta paralela à reta `”. Frege renuncia aqui ao uso direto da segunda
injunção. Agora já se sabe qual é o sentido da expressão “a direção da reta `”, tomada iso-
ladamente: é a extensão do conceito “ser uma reta paralela à reta `”. Frege não se alonga
sobre a noção de extensão, apenas a discutindo por duas ou três vezes n’Os Fundamentos
da Aritmética. Diz primeiramente, numa nota de pé de página, que extensões são objetos
e que pressupõe que saibamos o que é uma extensão. Esta suposição não é discutida n’Os
Fundamentos de Aritmética podendo-se, contudo, imaginar que Frege apenas dá sentido
a expressões do género “a extensão do conceito F ” através da segunda injunção. Talvez
seja esse o caso, como discutiremos mais tarde.
Quando se lê Os Fundamentos da Aritmética, fica-se com a sensação de que a solução
encontrada – por meio de extensões – não satisfaz Frege plenamente. É instrutivo citar
Frege mais longamente, agora na última vez em que discute a noção de extensão nessa
obra: “[. . . ] pressupusemos como conhecido o sentido da expressão ‘extensão do conceito’.
Esta maneira de ultrapassar a dificuldade [. . . ] não encontrará, é certo, aplauso unânime
e muitos preferirão [. . . ] outro processo. Eu também não atribuo qualquer peso decisivo
à participação nela da extensão de um conceito”. A posição de Frege é vacilante. Talvez
isso explique por que razão é que, na nota de pé de página atrás referida, Frege sugere –
com uma enorme ligeireza – um caminho alternativo, sem extensões, em que propõe que
se considere que a direção da reta ` seja o conceito “ser uma reta paralela à reta `” (de
facto, esta proposta é feita para números – não direções – mas isto é incidental). Frege
24
faz uma afirmação destas em flagrante contradição com o que defendia pouco antes. Se
bem que seja verdade que Frege relembre nessa mesma nota de pé de página as objeções
contra tomar direções (e números) como conceitos, acaba por afirmar candidamente que
“embora eu seja da opinião de que [. . . ] as objeções podem ser refutadas, isso iria aqui
levar-nos demasiado longe”. Esta é, talvez, a nota de pé de página mais momentosa de
toda a história da filosofia analítica . . .
III
Para Frege, o problema fundamental da aritmética é este: “como é que apreendemos
objetos lógicos e, em particular, os números?” Acima, focámo-nos em direções em vez de
números pois isso facilitou a discussão de certas questões. Numa recapitulação do que
foi feito n’Os Fundamentos da Aritmética, Frege escreve que “só seguindo este princípio
[segunda injunção], penso eu, se pode evitar a conceção fisicalista do número sem se cair
na conceção psicológica do mesmo”. Para Frege, os números aplicam-se a conceitos. Por
exemplo, o número 1 aplica-se ao conceito “ser satélite natural da Terra”. Noutra maneira
de dizer: para o conceito “ser satélite natural da Terra” vem o número 1. A cada conceito
está associado o número que vem para ele, tal como a cada reta está associada a sua
direção. A expressão “o número que vem para o conceito F ” denota um objeto mas tal não
requer que se tenha que dar uma denotação a este termo quando ele aparece isoladamente.
A denotação destes termos é, de acordo com Frege, dada através do contexto de juízos de
reconhecimento. O critério de igualdade para os números é conhecido como o princípio de
Hume: o número que vem para o conceito F é igual ao número que vem para o conceito
G se, e somente se, os conceitos F e G são equinuméricos. Neste critério, a noção de
equinumericidade entre conceitos é a noção, hoje familiar, da existência duma bijeção
entre os objetos que caem sob F e aqueles que caem sob G.
Como se disse na secção anterior, Frege renuncia a esta forma de abstracionismo por
causa do problema do Júlio César. Porém, há algo que parece ter escapado a Frege
pois há um problema adicional com este abstracionismo. Há uma circularidade subtil
no critério de reconhecimento para números dado pelo princípio de Hume. Com efeito,
na formulação da equinumericidade de conceitos ocorre o sinal de igualdade: ocorre,
obviamente, na própria formulação do que é ser uma bijeção, mas também pode ocorrer
na expressão sintática dos conceitos em causa. Ora, se estivermos a contar números, p.
ex., a considerar a igualdade numérica entre o número que vem para o conceito “ser um
número primo menor do que 15” e o número que vem para o conceito “ser um divisor de
12”, a formulação de que estes dois conceitos são equinuméricos (a de que há uma bijeção
entre os objetos – números – que caem sob um e outro conceito) envolve igualdades entre
números. Ora estas igualdades, pace o problema do Júlio César, devem ser explicadas
pelo critério de igualdade que advém do princípio de Hume. Há aqui um círculo que não
existe no caso das direções.
Uma forma de evitar esta circularidade seria impor que somente se façam contagens de
objetos físicos, ou seja, que apenas se considerem equinumericidades entre conceitos que
se aplicam a objetos físicos. Esta seria, claramente, uma solução ad hoc pois para Frege
todos os objetos podem ser contados, inclusive os próprios números. Mas o caso é ainda
mais sério pois esta solução não é adequada aos propósitos de Frege: se não for permitido
contar números, o desenvolvimento fregiano da aritmética fica tecnicamente impossível de
fazer.
25
N’Os Fundamentos da Aritmética, Frege acaba por dar a seguinte definição explícita de
número: o número que vem para o conceito F é a extensão do conceito “ser equinumérico
ao conceito F ”. É de observar que esta definição mostra, uma vez mais, que a posição de
Frege n’Os Fundamentos da Aritmética ainda não estava totalmente amadurecida. Com
efeito, Frege fala duma extensão cujos elementos são conceitos, nomeadamente aqueles
conceitos que são equinuméricos ao conceito dado F . Mais tarde, nas Grundgesetze der
Arithmetik, Frege já não se exprime assim. Nesta obra, as extensões são sempre extensões
constituídas por objetos. O número que vem para o conceito F é agora definido como a
extensão do conceito “ser uma extensão dum conceito equinumérico ao conceito F ”.
IV
Nas Grundgesetze der Arithmetik deixa de haver hesitações sobre qual é o motor do
logicismo. É, notoriamente, a existência de cursos de valores (Werthverlaufe) de funções.
Frege é cristalino no prefácio das Grundgesetze der Arithmetik: “sem [cursos de valores]
não conseguiríamos ser bem sucedidos”.
Frege formula a sua famosa lei básica (V): o curso de valores da função f é igual
ao curso de valores da função g se, e somente se, f e g têm o mesmo valor para todo
os argumentos (objetos). As extensões de conceitos são um caso particular de cursos
de valores pois, para Frege, um conceito é tão somente uma função cujos valores são o
verdadeito e o falso (que, para Frege, são dois objetos distintos). Evidentemente, a lei
básica (V) tem a mesma forma do príncipio de Hume. Ora, está vedado a Frege justificar
a lei básica (V) como um princípio de abstração pois isso seria simplesmente deslocar o
problema do Júlio César dos números para os cursos de valores (extensões).
Frege está ciente do problema de que a lei básica (V) não determina a denotação
dos cursos de valores e levanta a questão “Agora, como é que se resolve esta indetermina-
ção?” Há uma tentativa de responder a esta interrogação nas Grundgesetze der Arithmetik
mas – de modo nada característico para Frege – é muito pouco claro aquilo que é feito.
Suponho que se tenta fixar o valor de verdade das proposições exprimíveis no sistema
formal das Grundgesetze der Arithmetik. Em termos fregianos, tenta-se fixar a denota-
ção daqueles nomes próprios que referem o verdadeiro ou o falso (nomes que exprimem
pensamentos, na terminologia de Frege). Dada a ênfase na determinação (dos valores
de verdade) destes nomes próprios de carácter proposicional, reconhece-se (talvez) nesta
estratégia a segunda injunção. Contudo, a tentativa é defeituosa. Ela falha. O problema
não está (somente) numa sub-determinação das denotações das expressões. Jaz, desgraça-
damente, também numa sobre-determinação: a denotação da expressão que corresponde
à proposição paradoxal russelliana é, simultaneamente, o verdadeiro e o falso.
Há pelo menos duas passagens nas Grundgesetze der Arithmetik em que Frege mani-
festou uma preocupação com a existência de cursos de valores. Numa passagem tardia,
já no segundo volume, a discussão ocorre no âmbito duma crítica de Frege às denomi-
nadas definições criativas. Para Frege, o matemático nada cria e, neste aspecto, é como
o geógrafo, limitando-se a mapear o que existe. Frege já o tinha referido n’Os Funda-
mentos da Aritmética e é instrutivo citar esta passagem: “O matemático, tal como o
geógrafo, não pode criar arbitrariamente; também ele não pode senão descobrir o que já
existe e atribuir-lhe um nome”. Contra isto “pode ser apontado que [. . . ] nós próprios
criámos objetos, nomeadamente os cursos de valores. O que é que nós, de facto, fizemos
aqui?” Imediatamente de seguida, Frege reformula a pergunta pela negativa: “Ou, para
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começar: o que é que nós não fizemos? Não fizemos uma lista de propriedades para depois
dizer: criamos uma coisa que verifica estas propriedades”. De acordo com Frege, o que
fizemos foi reconhecer que há qualquer coisa em comum entre duas funções que tomam
os mesmos valores para cada o objeto e chamar a esse algo em comum o curso de valores
das duas funções. O direito de proceder assim é-nos dado, segundo Frege, por uma lei
básica da lógica: o direito de converter a generalidade duma igualdade numa igualdade
(identidade). Por outras palavras, o direito a converter a generalidade que exprime a
igualdade dos valores tomados por duas funções, numa identidade entre objetos (entre
os cursos de valores dessas funções). Frege insiste: “Podemos chamar de criação a este
procedimento? A discussão desta questão pode facilmente degenerar numa altercação
sobre palavras”. Seja como for, conclui Frege, a existência de cursos de valores incorpora,
através dum único princípio (e duma vez por todas), o que é necessário para erigir o ma-
terial das Grundgesetze der Arithmetik. Em vez de dar justificações ad hoc da existência
de entes matemáticos sempre que deles necessitamos, com os cursos de valores estamos
na posse dum procedimento universal. O leitor coevo há-de reconhecer aqui uma precoce
declaração do papel fundamental da teoria dos conjuntos na matemática como tribunal
da existência de entes matemáticos.
A primeira passagem em que Frege discute a existência de cursos de valores, é uma
variação deste tema da universalidade. A existência de entes matemáticos converge para
um só ponto: a existência de cursos de valores. Por isso “tanto quanto me é dado ver, uma
disputa [acerca duma falha nas Grundgesetze der Arithmetik] apenas pode ocorrer no que
diz respeito à minha lei básica de curso de valores (V). [. . . ] De qualquer modo, marca-se
aqui o lugar onde se tem de tomar uma decisão”. A decisão de Frege foi a de aceitar cursos
de valores (e, portanto, extensões de conceitos). As extensões são objetos e nunca são
confundidas nas Grundgesetze der Arithmetik com conceitos. Frege continua firmemente
a submeter-se à terceira injunção. Porém, agora cada conceito tem um procurador no
domínio dos objetos: a sua extensão. Como é sobejamente conhecido, isso é fatal. Depois
da célebre carta de Russell a comunicar-lhe o paradoxo, Frege ainda foi a tempo de escrever
um posfácio no segundo volume das Grundgesetze der Arithmetik. A seguinte passagem do
posfácio é elucidativa: “Teria ficado feliz em ter dispensado esta fundamentação [extensões]
se tivesse sabido dum substituto para ela. Mesmo agora, não vejo como é que a aritmética
pode ser cientificamente fundamentada, como é que os números podem ser apreendidos
como objetos lógicos e postos em consideração se não for permissível [. . . ] passar dum
conceito para a sua extensão”.
Desde o início do seu projeto de redução da aritmética à lógica, desde Os Fundamentos
da Aritmética, Frege tentou evitar extensões. Na época d’Os Fundamentos da Aritmética,
Frege ainda parecia alimentar a esperança de que as poderia dispensar. Finalmente, nas
Grundgesetze der Arithmetik, resigna-se pragmaticamente a elas.
Notas e referências
Aproveitando a minha presença em 2017 no XVII Encontro Brasileiro de Lógica em
Pirenópolis (estado de Goiás), o professor Nelson Gomes convidou-me a visitar Brasília e
a dar um seminário na universidade. Quero aqui agradecer-lhe o convite e, em especial,
o ter-me mostrado a cidade. Não podia ter tido um cicerone mais bem informado e mais
agradável do que o professor Gomes. A 12 de maio fiz a referida comunicação ao Semi-
nário Permanente “Lógica no Avião” da Universidade de Brasília. A palestra intitulou-se
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“Ziguezague e a aritmética de Frege”. Na sequência desse seminário, o professor Alexandre
Costa-Leite endereçou-me um convite para escrever um artigo. Porém, o material de que
falei no seminário já estava comprometido para outra publicação, tendo entretanto saído
à estampa em
Zigzag and Fregean arithmetic. In: “The Philosophers and Mathema-
tics”, organizado por H. Tahiri. Logic, Epistemology, and the Unity of
Science 43, Springer International, 2018, pp. 81-100.
Contudo, aceitei o convite do professor Costa-Leite e resolvi escrever o artigo que o
leitor tem agora entre mãos. Debruço-me sobre os pontos do logicismo fregiano onde Frege
é hesitante e menos claro. É, geralmente, nos pontos incertos do trabalho dum filósofo que
recompensa um estudo mais atento. Muitas das observações que aqui faço são conhecidas
e resisti a elaborar desenvolvimentos que surgiram naturalmente das considerações que
discuto. O leitor interessado em mais informações e em referências bibliográficas pertinen-
tes pode consultar a minha entrada “Logicismo” no Compêndio em Linha de Problemas
de Filosofia Analítica, disponível em
http://compendioemlinha.letras.ulisboa.pt/logicismo-fernando-ferreira/
No presente artigo, fiz numerosas referências a dois trabalhos de Frege: ao Die Grun-
dlagen der Arithmetik e aos dois tomos das Grundgesetze der Arithmetik. Para o primeiro
trabalho, usei a seguinte tradução para o português:
Os Fundamentos da Aritmética. Tradução, prefácio e notas de António
Zilhão. Imprensa Nacional-Casa da Moeda, Lisboa, 1992.
Para os dois tomos das Grundgesetze der Arithmetik usei a seguinte tradução para o
inglês:
Basic Laws of Arithmetic. Tradução e edição de Philip A. Ebert e
Marcus Rossberg. Oxford University Press, 2013.
As traduções para o português das Grundgesetze der Arithmetik são minhas, a partir
do inglês acima. Listo, de seguida, os lugares onde o leitor pode encontrar as passagens
citadas no texto:
“mais do que ter tornado verosímel . . . ”, §90, Fundamentos.
“o conteúdo de um juízo de reconhecimento”, §106, Fundamentos.
“se a Inglaterra é o mesmo . . . ”, §66, Fundamentos.
“Falta-nos o conceito . . . ”, §66, Fundamentos.
“se este conhecido conquistador . . . ”, §56, Fundamentos.
“pressupusemos como conhecido . . . ”, §107, Fundamentos.
“Embora eu seja . . . ”, §68, Fundamentos.
“como é que apreendemos . . . ”, posfácio, vol. 2, Basic Laws.
“só seguindo este princípio . . . ”, §106, Fundamentos.
“sem [cursos de valores] não . . . ”, prefácio, X, vol. 1, Basic Laws.
“Agora, como é que se resolve . . . ”, §10, vol. 1, Basic Laws.
“O matemático, tal como o geógrafo . . . ”, §96, Fundamentos.
“pode ser apontado . . . ”, §146, vol. 2, Basic Laws.
“Podemos chamar . . . ”, §147, vol. 2, Basic Laws.
“Tanto quanto me é dado ver . . . ”, prefácio, VII, vol. 1, Basic Laws.
“Teria ficado feliz . . . ”, posfácio, vol. 2, Basic Laws.
28
Some remarks on the validity of the principle of
explosion in intuitionistic logic1
Edgar Campos2 & Abilio Rodrigues3
Abstract
The formal system proposed by Heyting (1930, 1936) became the stan-
dard formulation of intuitionistic logic. The inference called ex falso
quodlibet, or principle of explosion, according to which anything follows
from a contradiction, holds in intuitionistic logic. However, it is not clear
that explosion is in accordance with Brouwer’s views on the nature of
mathematics and its relationship with logic. Indeed, van Atten (2009)
argues that a formal system in line with Brouwer’s ideas should be a
relevance logic. We agree that explosion should not hold in intuitionistic
logic, but a relevance logic requires more than the invalidity of explosion.
The principle known as ex quodlibet verum, according to which a valid
formula follows from anything, should also be rejected by a relevantist.
Given ex quodlibet verum, the inference we call weak explosion, accord-
ing to which any negated proposition follows from a contradiction, is
proved in a few steps. Although the same argument against explosion
can be also applied against weak explosion, rejecting the latter requires
the rejection of ex quodlibet verum. The result is the loss of at least
one among reflexivity, monotonicity, and the deduction theorem in a
Brouwerian intuitionistic logic, which seems to be an undesirable result.
1. Introduction: Brouwer on mathematics and logic
The main divergence between Brouwer and the standard approach to mathematics,
based on classical logic, is his understanding of the notions of existence and truth as
applied to mathematics. According to Brouwer, “to exist in mathematics means: to
be constructed by intuition” (Brouwer, 1907, p. 96). So, the existence of mathematical
objects such as numbers, functions, and sets depends on some construction introspectively
carried out by some conscious subject.
The basic intuition of mathematics is the passage of time, which provides the raw
material for the mathematical constructions and poses restrictions on which constructions
may or may not be carried out (Brouwer, 1907, p. 52). The basic idea is that the human
mind perceives the flow of time, the sequence of moments, one after another. A first
moment is followed by a second, and this is something like a ‘pure form of time’ – indeed,
an idea akin to Kantian pure intuition of time. The concept of a sequence of numbers is
based on this basic intuition (Brouwer, 1912, pp. 127-128). The truth of any assertion
about these mathematical objects depends on these constructions: “truth is only in reality
i.e. in the present and past experiences of consciousness” (Brouwer, 1948, p. 1243).
1 The first author acknowledges support from CAPES (Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal
de Nível Superior), a doctorate scholarship. The second author acknowledges support from CNPq (Con-
selho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnológico), research grant 311911/2018-8. The authors
would like to thank Rodolfo Ertola-Biraben, André Porto and Wagner Sanz for some helpful comments
and suggestions. They are not responsible, however, for any infelicities that may remain.
2 Department of Philosophy, Federal University of Minas Gerais. Email: ehncampos@gmail.com.
3 Department of Philosophy, Federal University of Minas Gerais. Email: abilio.rodrigues@gmail.com.
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Introduction: Brouwer on mathematics and logic
A consequence of such a view is his conception of logic being dependent upon mathe-
matics. So conceived, logic just describes patterns of mental constructions in the language
of mathematics, and the latter is a linguistic representation of these mental mathematical
constructions. A valid formula in a Brouwerian intuitionistic logic represents something
that can be constructed from the fundamental intuition of mathematics, and when a math-
ematician writes down a proof, such a proof is a linguistic description of those mental
constructions.
Brouwer developed his well-known criticism of the principle of excluded middle, double
negation elimination, and other classically valid principles, based on his views on the
nature of mathematics and its relationship with logic. Excluded middle is not reliable
because “it claims that every supposition is either true or false” (Brouwer, 1908, p. 109),
which means, given that mathematical truth amounts to being mentally constructed,
that every mathematical problem can be solved. The fact that there are open problems
in mathematics implies that there is a proposition A such that no construction of A, nor
of ¬A has been carried out; therefore, there is no guarantee that A ∨ ¬A represents a
mathematical construction.
In the standard formalization of intuitionistic logic (Heyting, 1930, 1956), the inference
known as ex falso quodlibet, or the principle of explosion,
(EXP) A,¬A ` B,
holds. The explanation of the meanings of the intuitionistic connectives, given by the
BHK -interpretation, also takes EXP as valid (Troelstra and van Dalen, 1988). In the
minimal logic proposed by Johansson (1937), although EXP does not hold, a weaker
principle, that we call here weak explosion, holds:
(W-EXP) A,¬A ` ¬B.
In both intuitionistic and minimal logic, and in classical logic as well, the principle known
as ex quodlibet verum,
(EQV ) ` A→ (B → A),
holds. EQV is tantamount, in natural deduction systems, to the vacuous discharge of an
assumption, and in sequent calculus, to the structural rule of weakening. The validity of
W-EXP depends essentially on EQV.
The validity of EXP within the framework of a Brouwerian logic was criticized and
rejected by Kolmogorov (1925) in his first work on intuitionistic logic, and also by Jo-
hansson (1937), where we find the formal system that became known as minimal logic.
According to Haack (1974), Heyting’s justification of EXP in intuitionistic logic extends
the intuitionistic sense of ‘construction’ in such a way that it could no longer be re-
garded as intuitionistic. As a result, she thinks that minimal logic is better to represent
a Brouwerian intuitionistic logic than Heyting’s proposal (Haack, 1974, p. 102).
van Atten (2009) also defends the view that EXP should not be valid within a con-
structivist framework. However, van Atten goes further and argues that a formal system
in line with Brouwer’s ideas should be a relevance logic. But if this were the case, not only
EXP but also EQV and W-EXP should be considered invalid. Explosion, the deduction
theorem and EQV yield the so-called paradoxes of material implication, and avoiding the
latter is a motivation for relevance logics (see, for example, Mares, 2018). A relevantist,
of course, also rejects the validity of W-EXP.
In this paper, we discuss the validity of EXP, W-EXP, and EQV in the framework
of a Brouwerian intuitionistic logic. We agree with van Atten (2009) and Haack (1974)
that explosion should not hold. On the other hand, although there may be some debate
regarding the validity of W-EXP and EQV, both are much more plausible than explosion
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in a constructive framework. We also suggest a normative justification for W-EXP in
constructive mathematics as a way to prohibit contradictions. Although this idea does
not fit with Brouwer’s descriptive conception of logic, and cannot be found in his works,
given the assumption that mathematics is consistent, W-EXP is more effective than the
principle of non-contradiction in avoiding inconsistency.
The remainder of this text is structured as follows. In Section 2, we see Brouwer’s re-
marks on the hypothetical judgment (implication) and the ocurrence of contradictions. In
Section 3, the passages in Kolmogorov (1925, 1932), Heyting (1930, 1934, 1956), Glivenko
(1928, 1929) and Johansson (1937) where EXP is mentioned are presented, and we com-
pare their views with Brouwer’s remarks on implication and contradiction. In Section
4, we discuss how the BHK -interpretation justifies EXP. Section 4 also discusses the
validity of disjunctive syllogism, W-EXP, and EQV in the framework of a Brouwerian
intuitionistic logic.
2. The hypothetical judgment
The discussion about the validity of EXP depends on Brouwer’s views on the impli-
cation. An implication A → B is to be understood as a kind of ‘path’ that leads from
A to B. So, whether or not EXP should be considered as valid, according to Brouwer’s
views depends on how any proposition B can be obtained from a pair of contradictory
propositions A and ¬A. We divide the passage where Brouwer presents his views on
implication and contradictions into two parts, that we call I and II.
I
In one particular case the chain of syllogisms is of a somewhat different
kind, which seems to come nearer to the usual logical figures and which
actually seems to presuppose the hypothetical judgment from logic. This
occurs when a structure is defined by some relation in another structure,
while it is not immediately clear how to effect its construction. Here it
seems that the construction is supposed to be effected, and that starting
from this hypothesis a chain of hypothetical judgments is deduced. But
this is no more than apparent; what actually happens is the following:
one starts by setting up a structure which fulfills part of the required
relations, thereupon one tries to deduce from these relations, by means
of tautologies, other relations, in such a way that these new relations,
combined with those that have not yet been used, yield a system of con-
ditions, suitable as a starting-point for the construction of the required
structure. Only by this construction will it be proved that the original
conditions can be fulfilled. (Brouwer, 1907, p. 72-73)
By a ‘hypothetical judgment from logic’ Brouwer means a sequence of one or more infer-
ences that start from an assumption A and reach a conclusion B. The result of such a
reasoning is an implication A→ B. Brouwer adds:
II
‘But’, the logician will retort, ‘it might have happened that in the course
of these reasonings a contradiction turned up between the newly deduced
relations and those that had been kept in store. This contradiction, to
be sure, will be observed as a logical figure, and this observation will be
based upon the principium contradictionis.’ To this we can reply: ‘The
words of your mathematical demonstration merely accompany a mathe-
matical construction that is effected without words. At the point where
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you enounce the contradiction, I simply perceive that the construction
no longer goes, that the required structure cannot be imbedded in the
given basic structure. And when I make this observation, I do not think
of a principium contradictionis. (Ibidem)
In I, Brouwer talks about implication, and in II, about the principle of noncontradic-
tion. These passages, especially I, yield some interpretation issues. We start with the
easiest one, quotation II.
2.1. The principle of non-contradiction. We want to draw your attention to two points
in quotation II. The first is that a contradiction, as expected, given the assumption that
mathematics is consistent, cannot be constructed. So,
the principle of contradiction is indisputable: The results that we per-
form the imbedding of a system a into a system b in a prescribed manner,
and that we are arrested by the impossibility of such an imbedding, ex-
clude each other (Brouwer, 1908, p. 109).
A contradiction is the sign that the intended construction cannot go further. Hence,
the main role for a contradiction is to show that a hypothetical reasoning has reached a
dead end and has to stop. Note that a contradiction can only appear from a reasoning
that starts from premises, that is, a hypothetical reasoning. This is the basis of the
intuitionistic interpretation of negation defined in terms of the primitive notion of absurd,
A→ ⊥.
The second is the claim that logic is secondary to the mental constructions carried out
by the mathematician. It is not that a construction cannot be done because it disobeys
non-contradiction. Quite the contrary, non-contradiction holds because no construction of
a contradiction can be done. The principle of non-contradiction ¬(A∧¬A), and the notion
of absurd, represented by ⊥, are just linguistic representations of mental mathematical
constructions that cannot go further.
2.2. Implication. Now, we turn to quotation I, where Brouwer presents his views on
implication. van Dalen (2004) proposed the following reading:
Brouwer’s comments on hypothetical judgments are unfortunately rather
cryptic. They can be read in various ways. The most plausible reading
seems to be the following.
(α) In order to establish A → B, one has to carry out two tasks,
namely, (i) find a construction for (the structure specified by) A, (ii)
find a construction for (the structure specified by) B that departs from
the first construction. We have left the reference to the “embedding”
implicit. In fact, this embedding is mostly tacitly incorporated into the
construction for B (van Dalen, 2004, p. 251).
Although van Dalen says in the quotation above that this reading is the ‘most plausible’,
he will later reject this (van Dalen, 2008, p. 20). His interpretation was indeed criticized
by van Atten (2009), who proposed the following interpretation:
(β) In order to establish A→ B, one has to conceive of A and B as con-
ditions on constructions, and to show that from the conditions specified
by A one obtains the conditions specified by B, according to transfor-
mations whose composition preserves mathematical constructibility (van
Atten, 2009, p. 128).
32
Kolmogorov, Heyting, Glivenko, Johansson
As van Atten points out, the central aspect of interpretation β is the notion of condition:
“Brouwer avoids commitment to hypothetical constructions by considering, not construc-
tions, but conditions on constructions”, and such conditions are “actual and therefore
ontologically unproblematic” (van Atten, 2009, p. 127).
According to α, an implication A→ B implies that both A and B have been effectively
constructed: first, a construction of A has to be already done, and so B is constructed
departing from A. Thus, α excludes the possibility of putting forward A as a mere hy-
pothesis. Notice that this reading makes it impossible even to prove ¬A, since such a
proof would need an effective construction of A, which is precisely what cannot be done
when ¬A holds.
The interpretation β, on the other hand, understands A as a condition on a construc-
tion, and so, unlike α, does not require that A has been effectively constructed. So, a
condition for a construction can be, so to speak, just ‘imagined’, and what can be done
from these conditions is obtained by means of steps that go from one condition to another
condition. Thus, an implication A → B can be read as ‘if the condition A is satisfied,
then the condition B is satisfied’, and if eventually it is proved that condition B cannot
be satisfied, i.e., ¬B is constructed, we can draw the conclusion that condition A cannot
be satisfied either, so ¬A. These reasonings are clearly constructive. This interpretation
also acquires support from a claim made by Brouwer in one of his last publications, where
he talks about a ‘constructional condition’ on a mathematical system:
the wording of a mathematical theorem has no sense unless it indicates
the construction either of an actual mathematical entity or of an incom-
patibility (e.g., the identity of the empty two-ity with an empty unity)
out of some constructional condition imposed on a hypothetical mathe-
matical system (Brouwer, 1954, p. 3).
The rejection of EXP by interpretation α is straightforward. If an implication A→ B,
in order to be a legitimate mathematical construction, requires that a construction of the
antecedent A has been successfully carried out, and since a construction of a contradiction
is never carried out, clearly nothing can be constructed from a contradiction. The inter-
pretation β also rejects the validity of EXP. Indeed, it is not clear how to understand a
contradiction as a condition of a construction that, in the end, would obtain an arbitrary
proposition B, or better, an arbitrary condition expressed by a proposition B. Therefore,
both interpretations of Brouwer’s remarks on the hypothetical judgment provide reasons
for rejecting the validity of EXP in a Brouwerian intuitionistic logic.4
3. Kolmogorov, Heyting, Glivenko, Johansson
As we have seen, Brouwer has not provided any reasons for accepting EXP in his works,
actually, quite the contrary, we can find strong evidence for rejecting it. However, EXP
holds in the formalization of intuitionistic logic that became standard. Different formal
systems, conceived to express Brouwer’s ideas, were proposed by Kolmogorov (1925),
Glivenko (1928, 1929), and Heyting (1930, 1956). In Johansson (1937) a formalization of
intuitionistic logic was proposed, although he did not explicitly mention Brouwer’s work.
3.1. Kolmogorov 1925. The first formal system designed to express Brouwer’s ideas
was proposed by Kolmogorov (1925), in a language with only negation and implication.
4 van Atten (2009, p. 130) reaches a similar conclusion: “we cannot expect to be able to come up
with the required transformation for just any given pair of a false antecedent and a consequent, let alone
that we have a uniform method to do this. As a consequence, there is on this account of the hypothetical
judgement no ground to accept the Ex Falso principle [EXP ] in its full generality.”
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He proposed a propositional logic by dropping the two axioms of negation presented in
Hilbert (1923),
A→ (¬A→ B),
and
(A→ B)→ ((¬A→ B)→ B)
and adding only one axiom for negation, that we call here introduction of negation,
(IN ) (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A),
that correctly expresses the notion of intuitionistic negation (Section 2.1 above). In Kol-
mogorov’s system, EQV holds and W-EXP can be proved. About the rejection of EXP,
Kolmogorov remarks that:
Hilbert’s first axiom of negation, ‘Anything follows from the false’ (...)
does not have and cannot have any intuitive foundation since it asserts
something about the consequences of something impossible: we have to
accept B if the true judgment A is regarded as false (Kolmogorov, 1925,
p. 421).
Thus, in 1925, Kolmogorov defended the view that it makes no sense to speak about what
would be constructed having as a starting point something that cannot be constructed.
Notice that this claim is in line with the argument for the rejection of EXP based on
Brouwer’s views, discussed in Section 2 above. Later, however, Kolmogorov changed his
mind. In 1932, when he presents the interpretation of propositional connectives in terms
of solutions of problems, he says that
the calculus of problems is formally identical with the Brouwerian intu-
itionistic logic, which has recently been formalized by Mr. Heyting (Kol-
mogorov, 1932, p. 328).
He refers to Heyting (1930), where a formal system for intuitionistic logic, in which EXP
holds, has been presented (Section 3.2 below). Note that there is no evidence that Kol-
mogorov’s article published in 1925 was known by Heyting before the latter conceived his
formal system. Regarding the justification of the validity of EXP, now we read “As soon
as ¬a is solved, then the solution of a is impossible and the problem a → b is without
content” (Kolmogorov, 1932, p. 331). This interpretation intends to validate the principle
of explosion because it presupposes that “the proof that a problem is without content will
always be considered as its solution” (Kolmogorov, 1932, p. 329). So, once ¬a has been
solved, a → b is also considered solved.5 This interpretation is not implausible, but we
do not think that it fits Brouwer’s constructivist ideas.
3.2. Heyting 1930. Heyting presented his version of intuitionistic logic during a prize
contest promoted by the Dutch Mathematical Society in 1927. Although the original
manuscript has not survived, a revised version was published in 1930. This system,
presented in a language with ∧, ∨, →, and ¬, contains the axiom
4.1 ¬a→ (a→ b) (Heyting, 1930, p. 313).
Heyting’s system became the standard intuitionistic logic, either with ¬ as primitive, or
with ⊥ as primitive and negation ¬A defined as A→ ⊥.
This work was favorably received by Brouwer, as it is clear from his letter to Heyting,
dated July 17th, 1928 (van Dalen, 2011, p. 333-334). We do not think, however, that
such positive reception of Heyting’s paper by Brouwer should be taken as evidence that
the latter would accept the validity of EXP. Supporting a publication does not imply
5 We use here capital letters as propositional variables. However, we keep the notation used by the
authors in the quotations, and in our comments related to such quotations.
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the complete agreement with its contents – indeed, in the 1940s, Brouwer supported
Griss’ publications on negationless mathematics, even though he managed to publish a
counterexample to Griss’ ideas.
Heyting provides an informal explanation for the meaning of the implication that
intends to justify both EQV and EXP :
The case is conceivable that after the statement a→ b has been proved in
the sense specified, it turns out that b is always correct. Once accepted,
the formula a→ b then has to remain correct; that is, we must attribute
a meaning to the sign → such that a → b still holds. The same can
be remarked in the case where it later turns out that a is always false
(Heyting, 1930, p. 313).
Heyting’s argument, however, as Johansson will point out in 1937 (Section 3.4 below), is
not sound. He was thinking of a situation in which the proof of A → B was available,
and subsequently a proof of ¬A was obtained. But what EXP says is something rather
different, and stronger, namely, that a proof of ¬A automatically yields a proof of A→ B.
Heyting clearly fails to justify this.
3.3. Glivenko 1928. In 1928, before the revised version of his 1927 paper was published
by Heyting, Glivenko (1928), motivated by criticisms directed to Brouwer’s intuitionism
that he thought were mistaken, proposed a list of formulas that should be valid according
to Brouwer’s views. In this list, nothing equivalent to EXP appears. But in the following
year, Glivenko added more axioms to the previous list of formulas of 1928 in order to “lay
the complete foundations of a logical calculus” (Glivenko, 1929, p. 302). Among these
axioms, we find (C) and (D):
(C) p→ (q → p),
(D) ¬q → (q → p).
He then asks about the validity of these axioms and provides the following explanation:
Are these axioms C and D admissible in the Brouwerian logic? I will
confine myself here to a simple remark. By virtue of axioms VI and VII
[resp. p → (p ∨ q) and q → (p ∨ q)], expressions C and D are nothing
more than the immediate consequences of the principle:
(p ∨ ¬q)→ (q → p)
whose admissibility is quite evident, because the formal implication
p → q has no other sense than “when one accepts the truth of p, one
must accept that of q” (Glivenko, 1929, p. 302).6
The principle (p ∨ ¬q) → (q → p) is equivalent, given the deduction theorem, to the
inference known as the disjunctive syllogism. Indeed, if disjunctive syllogism holds, EXP
and EQV are easily proved. However, it is far from clear that disjunctive syllogism should
be valid in intuitionistic logic – actually, we argue in Section 4.1 below that it should not
be valid.
6 In a footnote (Ibidem pp. 304-305), Glivenko remarks that it was Heyting who made him acknowl-
edge the appropriateness of EXP in the Brouwerian logic and refers the reader to Heyting’s revised version
of his formalization that was going to be published in the Mathematische Annalen. However, because of
Brouwer’s dismissal of the Journal’s editorial board by Hilbert in 1928, the episode that became known
as the Grundlagenstreit, Heyting’s article was published elsewhere.
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3.4. Johansson 1937. In Johansson (1937) a formal system that became known as
minimal logic was presented, in a language with ∨, ∧, →, and ¬, whose only axiom for
negation is the introduction of negation, expressed as
4.11 ((a→ b) ∧ (a→ ¬b))→ ¬a (Johansson, 1937, p. 121).
Note that this axiom is equivalent, in a language with ∧, to the axiom IN proposed by
Kolmogorov (1925) (see Section 3.1 above). Indeed, it is well-known that Kolmogorov’s
system is the fragment of minimal logic in a language with → and ¬. Johansson opens
his article by mentioning two formulas accepted by Heyting (1930),
2.14 b→ (a→ b),
and
4.1 ¬a→ (a→ b),
and casts doubt on the validity of them. The first is EQV, the second is tantamount to
EXP. Regarding 4.1, he says that the case in which one writes a → b when a is false or
absurd,
means a difficult-to-overlook extension of the concept of [logical] conse-
quence. It will be worth the effort to investigate if one cannot avoid it
(Johansson, 1937, p. 119, our translation).
He ends up accepting 2.14 (EQV ) but rejecting 4.1 (and so EXP) in his minimal logic.
Johansson did not justify in this paper the rejection of EXP, but he expressed his concerns
about EXP in a letter to Heyting dated September 23rd, 1935, prior to the 1937 article:
I have not been able to make my peace with Axiom 4.1. You say that
when a→ b has been proved, and later ¬a is proved, then a→ b should
remain correct. Indeed; but ¬a → (a → b) means that when ¬a has
been proved, b at once becomes derivable from a, even when this had
not been proved before. And that contradicts my intuition in the most
violent way (Letter from Johansson to Heyting, apud van Atten, 2017).
We think that Johansson’s argument above succeeds in refuting Heyting’s justification of
EXP (Section 3.2 above).
3.5. Heyting 1956. In 1955, a year before the publication of his Intuitionism: an
Introduction, Heyting adds a short note to the French translation of Heyting (1934):
JOHANSSON [1] developed a ‘minimal calculus’ in which he adopts all
the axioms from HEYTING except ¬a → (a → b): one may consider
this calculus as the expression of the intuitionistic logic with another
interpretation of the implication (Heyting, 1955, p. 19, our translation).
As van Atten (2017, Sec. 6.1) suggests, the conversation with Johansson may have had
an effect on Heyting’s position regarding EXP. In Heyting (1956), an effort is made to
justify EXP along Brouwerian lines as much as possible:
Axiom X [¬p→ (p→ q)] may not seem intuitively clear. As a matter of
fact, it adds to the precision of the definition of implication. You remem-
ber that p → q can be asserted if and only if we possess a construction
which, joined to the construction p, would prove q. Now suppose that
¬p, that is, we have deduced a contradiction from the supposition that
p were carried out. Then, in a sense, this can be considered as a con-
struction, which, joined to a proof of p (which cannot exist) leads to a
proof of q. I shall interpret the implication in this wider sense (Heyting,
1956, p. 106).
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It seems that Heyting wants to justify EXP along the same lines as he did for the other
axioms of intuitionistic logic, namely, by presenting a construction that allows one to
obtain a proof of an arbitrary proposition q from any proof of p, once ¬p has been con-
structed. But one can hardly take his attempt as successful. It is difficult to understand,
in Brouwerian terms, how a construction of ¬p together with a non-existent construction
of p could yield a construction of an arbitrary q.
4. Explosion in the BHK-interpretation
After Heyting’s last effort, we find other attempts at the justification of EXP in
intuitionistic logic. One comes from the standard proof interpretation for the logical
constants, developed from the contributions of Brouwer, Heyting and Kolmogorov, known
as the BHK -interpretation. The origins of the BHK -interpretation can be traced back to
Kolmogorov’s proposal of interpreting intuitionistic logic as being concerned with solutions
of problems. Heyting (1956, p. 102) explains the intuitionistic connectives in terms of
assertibility conditions. Later, Troelstra and van Dalen (1988) presented what became
the standard BHK -interpretation in terms of proofs. They explain the validity of EXP
as follows:
⊥ → A is generally provable: since there is no proof of ⊥, λa.a (or
any other mapping) may count as a proof of ⊥ → A, since it has to be
applied to an empty domain. The principle ⊥ → A (“ex falso sequitur
quodlibet”) has sometimes been rejected as non-constructive (Johansson,
1937); (Heyting, 1956, 7.1.3) regards it as an extra stipulation fixing the
meaning and use of ⊥, → Troelstra and van Dalen (1988, p. 10).
Notice that van Dalen and Troelstra consider Heyting’s explanation (quoted above in
Section 3.5) as a stipulation that fixes the meaning of ⊥ and →, or ¬ and →, depending
on what one chooses as primitive. But if this inference were in accordance with Brouwer’s
ideas, it would not have to be the result of a stipulation. As far as we know, nowhere in
Brouwer is there evidence in support of the claim that any operation (i.e., a construction),
applied to an empty domain (i.e., to a non-existent proof of ⊥) yields as a result a proof
of an arbitrary proposition A.
Moreover, we think that this explanation has a circular ingredient. The argument that
goes from ‘there is no proof of ⊥’ to ‘any given proof of ⊥ can be transformed in a proof
of A’ seems to assume EXP in the meta-theory. There is a striking similarity between the
claim that any operation applied to nothing yields anything and, for example, the proof
that the empty set is a subset of any set, which uses explosion. Given that ∀x¬(x ∈ ∅),
it follows that ∀x∀A(x ∈ ∅ → x ∈ A). It holds precisely because the antecedent x ∈ ∅ is
false for any x. Classical logic, of course, explicitly relies on a classical meta-theory for
the explanation of all the connectives. But it is doubtful that a Brouwerian intuitionistic
logic should do the same regarding an inference that has no clear justification when we
consider Brouwer’s views.
4.1. Disjunctive syllogism. We saw, in Section 3.3 that Glivenko (1929) justifies the
intuitionistic validity of EXP based on the fact that it follows from disjunctive syllogism:
(DS) A ∨B,¬A ` B.
Indeed, there is a well-known proof of the principle of explosion that can be traced back
at least to medieval times:
A
A ∨B ∨I ¬A
B
DS
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This proof makes essential use of disjunctive syllogism (DS ). van Atten (2009) argues that
although EXP should be invalid within a constructive framework, there is no problem with
disjunctive syllogism in a Brouwerian logic. He argues that the inference rules applied
in the argument are indeed correct from a Brouwerian point of view, but the whole
argument, from A and ¬A to B, is unreliable because there is no guarantee that the
composition of the inference rules preserves constructibility (van Atten, 2009, p. 124).
In other words, constructibility is not transitive, which means that a logic suitable for
constructive mathematics cannot be transitive.
It is well-known that given a few assumptions EXP and DS are equivalent. Indeed,
given DS, EXP can be proved with introduction of disjunction (proof above), and given
EXP, DS can be proved with elimination of disjunction:
A ∨B
[A]1 ¬A
B
EXP
[B]1
B
∨E,1
Now, since the validity of both ∨I and ∨E do not conflict with Brouwer’s ideas, the
rejection of EXP should imply the rejection of DS. The constructive validity of DS has
also been discussed by Tennant (1987). Both van Atten (2009) and Tennant rejected EXP
and accepted DS as valid, but the price paid is the loss of transitivity. We think, however,
that there is no reason to reject transitivity in the framework of mathematics, including
constructive mathematics. Brouwer agrees with this idea, as the following passage clearly
shows:
[the inference] that concludes from the imbedding of a system b into a
system c, joined to the imbedding of a system a into the system b, to a
direct imbedding of the system a into the system c ... is nothing more
than a tautology (Brouwer, 1908, p. 109).
By being ‘nothing more than a tautology’ Brouwer means that this inference, namely,
transitivity, is constructively valid.
In intuitionistic logic, a disjunction A∨B holds if and only if A has been constructed
or B has been constructed. But since ¬A (the minor premise of DS ) has been constructed,
a construction of A is not possible. Therefore, it has to be the case that the disjunction
A∨B was the result of ∨I from the premise B, and not from premise A. This is the same
line of reasoning as found in van Atten (2009, p. 124). Nevertheless, rather than showing
that DS is valid, in our view, it shows that DS is not necessary at all. So, once the
validity of EXP is rejected, the proof of EXP from DS, mentioned at the beginning of this
section, is not possible. Rather, it should be replaced by a derivation of B that was the
only alternative to obtain constructively A∨B, given the impossibility of constructing A.
4.2. Ex quodlibet verum. Now, we turn to EQV. Is the validity of the axiom 2.14
of Heyting (1956) indisputable in intuitionistic logic? As a matter of fact, we find no
criticisms of EQV in the intuitionistic tradition. However, Johansson (1937) rejected the
validity of explosion in intuitionistic logic because it seemed wrong to him to claim that
when ¬A has been proved, any B at once becomes derivable from A, even when this had
not been proved before (see Section 3.4). A similar but weaker argument could be used
to cast doubt on EQV, since it says that when B has been proved, B at once becomes
derivable from any A, even when this had not been proved before.
The proof of EQV in a natural deduction system is as follows:
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[A]1
B → A →I
A→ (B → A)
→I,1
The second application of → I, that concludes EQV, discharges the assumption A. But
the first application of → I discharges an assumption that has not been declared. The
introduction rule for implication allows the discharge of a vacuous assumption, and this
move is tantamount to EQV in an axiomatic system. The rationale of this is that if a
construction of A is already given, any construction B, so to speak, can be ‘placed on the
top’ of that construction of A:
....
A, hence
....
B....
A.
So, the construction of A ‘follows’ from B just because it was already there. We think,
however, that this argument can be improved with the help of van Atten’s interpretation
β. First, note that reflexivity holds according to β. Given a condition A, the same
condition A is obtained, so, A leads to A:
A ` A.
We cannot see anything non-constructive in this reasoning. Now, given a condition A,
any other condition B added to A still yields condition A, since anything that is obtained
from A can also be obtained from any B that is put together with A. This is nothing but
monotonicity, and there is no reason to suppose that constructive mathematical reasoning
is non-monotonic. So, given reflexivity and monotonicity,
A,B ` A
holds, and two applications of the deduction theorem7 yield
` A→ (B → A).
Again, we cannot see anything non-constructive in this line of reasoning.
4.3. The weak explosion. As we have seen, in the standard formalization of intuitionis-
tic logic, the principle of explosion holds. In the formal systems proposed by Kolmogorov
(1925) and Johansson (1937) (minimal logic), although EXP does not hold, a weaker
principle, called here weak explosion, holds:
(W-EXP) A,¬A ` ¬B.
It may seem that both EXP and W-EXP should be invalid in a Brouwerian intuitionistic
logic because W-EXP is vulnerable to the same argument that justified the rejection of
EXP in Section 2. Indeed, if there cannot be a constructive method that transforms the
conditions on the construction of a contradiction into the conditions on the construction
of an arbitrary proposition B, the same reasoning applies when B is ¬B. However, this
point is not so simple. The proof of W-EXP depends essentially on EQV, which holds in
intuitionistic logic and minimal logic. The proof ofW-EXP is straightforward: from a pair
of contradictory propositions A and ¬A, from EQV, we get B → A and B → ¬A, and
so, applying the introduction of negation and modus ponens, ¬B is obtained. Similarly,
if we take ⊥ as primitive, from EQV we get
` ⊥ → (B → ⊥),
7 It is not clear whether or not Kolmogorov (1925), Heyting (1930), Glivenko (1929) and Johansson
(1937) had the deduction theorem – actually, it is likely that they didn’t. However, the deduction theorem
holds in all these formal systems.
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and so,
⊥ ` B → ⊥.
What we have here is a sort of an aporetic situation: on one hand, a plausible argument
that concludes the invalidity of EXP and can be extended to W-EXP; on the other hand,
an even more plausible justification of EQV.
4.4. On the normative character of EXP and W-EXP. Although W-EXP does not
make triviality tantamount to contradictoriness, a scenario in which all negated propo-
sitions can be inferred from any contradiction is not really any better than triviality. A
logic in which EXP holds is called explosive, and a logic such that EXP does not hold but
W-EXP holds is called partially explosive (Carnielli, Coniglio, and Marcos, 2007, p. 14).
Paraconsistent logics are formal systems in which the principle of explosion does not
hold. A theory whose underlying logic is paraconsistent can accept contradictions without
falling into triviality. It is a fact that several contexts of reasoning, from databases to
scientific theories, are contradictory or yield contradictions in some critical situations.8
The motivation for paraconsistent logics is to have a formal system capable of dealing
with such contexts in which contradictions are expected to occur. Clearly, paraconsistent
logics cannot be partially explosive, and W-EXP cannot be valid. A paraconsistent logic
in which W-EXP does not hold is called boldly paraconsistent (Carnielli, Coniglio, and
Marcos, 2007, p. 14).
If EXP does not hold in a Brouwerian intuitionistic logic, the latter turns out to be
a paraconsistent logic. However, this is not of much significance. Mathematicians, and
Brouwer as well, work based on the assumption that mathematics is free of contradictions.
The invalidity of EXP in a logic designed to express Brouwer’s ideas is not because
contradictions are possible, or eventually might appear. Indeed, Brouwer’s remarks about
non-contradiction (see Section 2.1 above) make it clear that a contradiction cannot be
constructed. Besides, as we saw in Section 4.3 above, the argument for rejecting EXP in
the intuitionistic framework is convincing, and a similar argument may be put forward
against W-EXP. However, the rejection of W-EXP requires the rejection of EQV, and the
latter, in turn, as we have just seen, is a consequence of the deduction theorem, reflexivity
and monotonicity.
The validity ofW-EXP in intuitionistic logic may be explained from a normative point
of view. Let us take a look at the role of EXP in classical logic. A central point of logic, no
matter whether it is classical, intuitionistic or paraconsistent, is its normative character:
the logical principles tell us how to reason correctly. In the case of intuitionistic logic, this
normativeness comes not directly from logic, since the latter is a description of correct
mental constructions. But once these principles are established, there is nothing wrong
in taking them as normative. The classical notion of logical consequence is defined in
terms of preservation of truth (of course, a transcendent notion of truth that is rejected
by Brouwer). Hence, if one wants to reason correctly, in order to avoid obtaining false con-
clusion from true premises, one has to reason according to classical logic. The normative
character of paraconsistent logic is clear: in a contradictory context of reasoning, EXP
must not be applied, because although contradictions may occur, and do occur, triviality
is unacceptable.
8 See, for example, Belnap (1977) and Nickles (2002). Adopting a paraconsistent logic, however, does
not imply the dialetheist view according to which there are true contradictions (e.g. Priest and Berto,
2013). The contradictions accepted by paraconsistent logics can be interpreted as conflicting evidence
(Carnielli and Rodrigues, 2017) or inconsistent information (Belnap, 1977). In both cases, a property
weaker than truth is attributed to contradictory propositions, in the sense that a proposition may enjoy
that property without being true.
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The validity of EXP in classical logic is the result of a decision that took preservation
of truth as both a necessary and sufficient condition for logical consequence. So, the
justification of EXP in classical logic is as follows: preservation of truth is a sufficient
condition for logical consequence, and there is no model M such that both A and ¬A are
true inM ; therefore, for any B, there is no modelM such that A and ¬A are true inM and
B is false inM. Although this justifies the validity of EXP, the role of EXP in classical logic
has not been explained yet. Of course, EXP is never used in classical reasoning, except for
proving some other inferences – the disjunctive syllogism for example – that nevertheless
already have an intuitive appeal independent from EXP. In our view, what explains the
role of EXP in classical logic is its normative character. The principle of non-contradiction
prohibits contradictions by saying that A∧¬A is always false. Explosion, in its turn, says
something stronger: it explicitly states the consequences of accepting a contradiction.
It is like two notices, one saying ‘smoking not allowed here’ and other saying ‘smoking
not allowed here – penalty: £200’. Although from a strictly Kantian point of view, the
consequences of the act should not interfere in the moral action, in fact – unfortunately
maybe – the second notice is likely to be much more effective in avoiding smoking than
the first. Something analogous occurs with respect to the principles of non-contradiction
and explosion. The former just says that one cannot accept a contradiction because a
contradiction is always false, while the latter says the consequences one is committed
to if she/he accepts a contradiction. So, the role of EXP in classical logic is rather
normative. It does not describe any real situation precisely because such a situation is not
possible. Clearly, from the assumption that mathematics is free of contradictions, a pair
of contradictory propositions can never be proved, either classically, or intuitionistically.
So, it is reasonable to understand, and to explain, the validity of both EXP and W-EXP
in a constructive logic designed to be a logic of constructive mathematical reasoning as a
way of explicitly prohibiting contradictions.
5. Final remarks
In this paper, we discussed, from the point of view of Brouwer’s conception of construc-
tive mathematics, three principles that hold in the standard formulation of intuitionistic
logic, namely, EXP (explosion, or ex falso quodlibet), W-EXP (weak explosion) and EQV
(ex quodlibet verum). There are plausible reasons for rejecting EXP, and on this point
we agree with van Atten (2009). But van Atten also defends the validity of disjunctive
syllogism in a Brouwerian logic and suggests that the latter should be a relevance logic.
In both cases, we do not agree with him. A relevance logic should reject EXP and EQV.
The same argument against EXP can be directed against W-EXP. But we saw in Sec-
tion 4.3 that in order to reject W-EXP, since the latter follows from EQV, at least one
from reflexivity, monotonicity and the deduction theorem has to be considered invalid.
In Section 4.2, we argued that these inferences should hold in a Brouwerian intuitionistic
logic. Regarding disjunctive syllogism, van Atten’s argument against it implies the loss
of transitivity. In Section 4.1, we have shown that there is evidence in Brouwer’s works
that transitivity holds in constructive mathematics. We suggested also, in Section 4.4,
that the validity of W-EXP in minimal logic may be understood with a normative role,
even though this idea does not fit the descriptive character of logic defended by Brouwer.
Our conclusion here, however, is that although there are strong reasons for rejecting
EXP, whether or not EQV and W-EXP should also be rejected in a Brouwerian intuition-
istic logic is an issue not settled yet. More detailed investigations into Brouwer’s work
and into constructive results in mathematics are needed.
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On how kelsenian jurisprudence and intuitionistic logic help
to avoid contrary-to-duty paradoxes in legal ontologies
Edward H. Haeusler1 & Alexandre Rademaker2
Abstract
In this article we show how Hans Kelsen jurisprudence and Intuition-
istic logic are used to avoid the well-known contrary-to-duty (CTD)
paradoxes, such as Chisholm paradoxes and its variants. This article
uses an intuitionistic version of the ALC description logic, named iALC,
to show how an ontology based on individually valid legal statements is
able to avoid CTDs by providing models to them.
1. Introduction
Classical First Order Logic has been widely used as a basis for ontology creation
and reasoning in many domains. These domains naturally include Legal Knowledge and
Jurisprudence. As we expect, consistency is an important issue for legal ontologies. How-
ever, due to their inherently normative feature, coherence (consistency) in legal ontologies
is more subtle than in other domains. Consistency, or absence of logical contradictions,
seems more difficult to maintain when more than one law system can judge a case, what
we call a conflict of laws. There are some legal mechanisms to solve these conflicts such
as stating privileged fori or other ruling jurisdiction. In most of the cases, the conflict
is solved by adopting a law hierarchy or precedence, rather better, ordering on laws.
Even under these precedence mechanisms, coherence is still a major issue in legal sys-
tems. Each layer in this legal hierarchy has to be consistent. Since consistency is a direct
consequence of how one deals with the logical negation, negation is also a main concern
in legal systems. Deontic Logic, here considered as an extension of Classical Logic, has
been widely used to formalize the normative aspects of the legal knowledge. There is
some disagreement on using deontic logic, and any of its variants, to this task. Since a
seminal paper by Alchourron and Martino (Alchourron & Martino, 1990), the proposi-
tional aspect of laws has been under discussion. In (Alchourron & Martino, 1990), the
authors argue that laws are not to be considered as propositions, in full agreement with
Hans Kelsen jurisprudence. The Kelsenian approach to Legal Ontologies considers the
term “ontologies on laws” more appropriate than “law ontology”. In previous works, we
showed that Classical logic is not adequate to cope with a Kelsenian based Legal Ontol-
ogy. Because of the popularity of Description Logic for expressing ontologies nowadays,
we developed an Intuitionistic version of Description Logic particularly devised to express
Legal Ontologies. This logic is called iALC. In this article, we show how iALC avoids
some Contrary-to-duty paradoxes, as Chisholm paradox and other paradoxes that appear
in deontic logic, such as the good samaritan and the knower. For these paradoxes, we
provide iALC models. Finally, we discuss the main role of the intuitionistic negation in
this issue, finding out that its success may be a consequence of its paracomplete logical
1 Pontif´ıcia Universidade Cato´lica do Rio de Janeiro, Departamento de Informa´tica. E-mail: ed-
ward.haeusler@gmail.com.
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Kelsenian Jurisprudence
aspect. This investigation opens the use of other paracomplete logics in accomplishing a
logical basis for Kelsenian legal ontologies, as a complementary solution to those based
on paraconsistent logics, see (M.E. Coniglio, 2009).
2. A brief discussion on Kelsenian Jurisprudence and its logic
A very important task in jurisprudence (legal theory) is to make precise the use of
the term “law”, the individuation problem, and it is one of the most fundamental open
questions in jurisprudence. It requires firstly answering the question “What is to count as
one complete law?” (Raz, 1972). There are two main approaches to answer this question.
One approach is to consider “the law” as the result of a natural process that yields
a set of norms responsible for stating perfect social behavior. Another approach is to
consider “the law” as a set of individual legal statements, each of them created to enforce
a positively desired behavior in the society. As a consequence, in the first approach, the
norms say what are the best morally speaking accepted state of affairs in a particular
society, while, in the second approach, each legal statement rules an aspect of the society
that the legislature wants to enforce the behavior. The first is more related to what is
called Natural Law and the last to Legal positivism. We can say that the Legal positivism
is closer to the way modeling is taken in Computer Science. In the natural approach
to the law, it is even harder to define a system of laws than in the legal positivism.
The natural approach demands stronger knowledge of the interdependency between the
underlying legal statements than legal positivism. Because of that, the natural approach,
in essence, is harder to be shared with practical jurisprudence principles, since they firstly
are concerned to justify the law, on an essentially moral basis. This justification is quite
hard to maintain from a practical point of view.
The coherence of “the law” in both approaches is essential. A debate on whether
coherence is built-in by the restrictions induced by Nature in an evolutionary way, or
whether coherence should be an object of knowledge management, seems to be a long
debate. Despite that, legal positivism seems to be more suitable to Legal Artificial Intel-
ligence. From the logical point of view, the natural approach is also harder to deal with
than the positivist one. When describing a morally desired state-of-affairs, the logical
statements take the form of propositions that has as a model best of the moral worlds.
Deontic logic is suitable to be used to fulfill this task. However, a legal statement (“a
law”) is essentially an individual sentence that can also be seen as an order (mandatory
command), and hence, it is not a proposition at all. As a consequence, deontic logic is
not appropriate to be used in knowledge bases. Besides that, (Valente, 1995) shows that
deontic logic does not properly distinguish between the normative status of a situation
from the normative status of a norm (rule). We think that the best jurisprudence basis
for Legal ontologies and reasoning is Legal positivism. Thus, we will be talking a legal
ontology as an ontology about (individual) laws, and not an ontology on “the law”.
Hans Kelsen initialized the Legal positivism tradition in 1934, for a contemporary ref-
erence see (Kelsen, 1991). He used this positive aspect of the legislature to define a theory
of pure law and applied it to the problem of transfer citizen’s rights and obligations from
one country to other when crossing boarders. He produces a quite good understanding
of what nowadays we denominate Private International Law. This achievement was so
important that in many references on international law, Kelsen jurisprudence is the basis
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for discussions on conflict-of-laws derived from different statements coming from different
fori. 3
In what follows we introduce the main terminology and concepts of Kelsenian jurispru-
dence that we use in this article. We can summarize Kelsen theory of pure law in three
principles:
(1) According to what was discussed above, individually valid legal statements are
the first-class citizens of our ontology. Thus, only inhabitants of the Legal knowl-
edge base are individual laws, see (Kelsen, 1967, supra note 5, pp 9-10) 4. For
example, if it is the case that Maria is married with John, and, this was legally
celebrated, then “Maria-married-with-John” is an individually valid legal state-
ment, and hence, it is a member of the Legal Ontology;
(2) Kelsen also says that that the validity of a legal norm can only be provided
concerning the validity of another, and higher, one. So, n1, a norm, is legally
valid if, and only if, it was created or promulgated in agreement with other, and
higher, legally valid norm, n2. This justification induces a precedence relationship
between norms that is transitive, that is, if n1 precedes n2, and, n2 precedes n3,
then n1 recedes n3;
5
(3) There is a mechanism for relating laws from one Legal system to another, the so-
called “choice-of-law rule”. This mechanism is very important to the development
of a concept of International Law. Assume that Mary-is-married-with-John is
an individual legal statement in legal system A. Assume also that Mary is a
citizen of a country adopting legal system B. Is there any legal statement in B
ensuring that Mary is married in B? Well, this depends on B itself, but there
is a way to connected the individual law Mary-is-married-with-John in A to
Mary-is-married-with-John in B. In some legal systems, this is accomplished by
what Kelsen denominated “a connection”. As shown in the following quotation
from (Kelsen, 1946, page 247), the connection between the laws of A and B is
made by reference, but, in fact, each law belongs to its respective legal system.
In this specific case we can consider Mary-is-married-with-John in system A is
connected to Mary-is-married-with-John in legal system B the connection Lex
Loci Celebrationis.
... the law of one State prescribes the application of the law of another
State, and the latter does not object or demand it. It has no right to
do so since it is not really its own law which is applied by the other
State. The latter applies norms of its own law. The fact that these
norms have the same contents as corresponding norms of another State
does not concern the latter...Since the specific technique of these norms
consists in “referring” to the norms of another system and by so doing
incorporating norms of identical contents into their own legal system, it
would be more justifiable to call them “reference rules”... The reference
3 “It is one of Kelsen’s frequently repeated doctrines that conflict of norms, in the absence of a
normative procedure for resolving the conflict, shatters the concept of a unified system”, is highly em-
phasized in Hughes (Hughes, 1971), for example, and it is one of the principles most cited when Kelsen
jurisprudence is presented.
4 Kelsen takes norms and valid norms as synonyms. To say that a legal norm is valid is to say that
it exists, is affirmed by Kelsen
5 See (Kelsen, 1967, supra note 5, p. 196-7). This can be also found in (Kelsen, 1946, supra note 5,
p. 110-1)
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rule, that is ... the norm regulating the application of foreign law, may
be distinguished from the norm to be applied, that is, the norm referred
to. Only the former is a norm of private international law. But from a
functional point of view, the one is essentially connected with the other.
Nowadays it is a common terminology in Private International Law the use of the
connecting factors or legal connections between individual laws in a different legal system.
Only to enumerate some of them: Lex-Domicilii, Lex-Patriae, Lex-loci-contratum, Lex-
loci-solutionis, etc.
There is a philosophical problem with the principle 2 above. It demands the existence
of basic laws. These basic laws do not have their validity/existence as a consequence of
other more basic laws. Kelsen name these basic laws Grundnorms. Their validity is based
on legislature acts and in a certain sense is derived from the sovereign of the State. It is
out of the scope of this article to discuss such problem in Kelsen’s jurisprudence. We take
as granted that Kelsen jurisprudence can adequately support most of the existent legal
systems, a definitively not an unreal working hypothesis.
From the three principles above, we have some very simple ontological commitments:
I: Individuals are laws;
II: There is a transitive and reflexive relationship between individual laws that
reflects the natural precedence relationship between laws;
III: There are legal connections between individual laws in different legal systems
or between different fori in the same broader legal system.
From these commitments, we derive the basic constructs of the logic iALC. In the
first place, our legal ontology relates concepts to legal systems. Description logics uses
nominals to refer to individuals. So, an expression as i : A, stands for i is an individual
law, belonging to the legal system A, a concept.
From commitment we consider an expression as i  j standing for the individual law i
legally precedes individual law j. The subsumption relationship A ⊆ B, from description
logic, denotes that A is a legal subsystem of B. One could interpret this relation as the
inclusion relationship. 6 We discuss the implications of using negated contents together
with Kelsenian jurisprudence in the following. This can be found in (Haeusler, de Paiva,
& Rademaker, 2011, 2010; Haeusler, Paiva, & Rademaker, 2010; Haeusler, de Paiva, &
Rademaker, 2010) too.
Under the classical setting, a negated concept ¬A denotes the set of all inhabitants of
the domain that do not belong to the interpretation of A. Under ontological commitment
there is no individual law that does not exist in, belong to, the domain. Since norms and
laws are not propositions, it is a complete nonsense to negate a law. As we already seen,
we can negate a concept on laws. Consider the collection of all Brazilian individual laws.
Call it BR. In a classical setting BRunionsq¬BR is the universe of laws. Thus, any law that it
is not in BR has to be a law outside BR, that is, belonging to ¬BR. For example, if Peter
is 17 years old, it is not liable according to the Brazilian law. Is PeterIsLiable a valid
law at all? If so, it has to belong to ¬BR. Using Kelsen in a classical setting, individual
laws not belonging to a concept automatically belong to its complementary concept. The
problem with this is that it is possible to create laws outside a jurisdiction or forum by the
very simple act of considering or experimenting a legal situation. Nowadays in Brazil, the
parliament is discussing the liability under the 16 years. By the simple fact of discussing
6 In Classical ALC this is just the case, but we shown here that classical reasoning it is not a good
choice for dealing with legal ontologies
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the validity of their corresponding individual laws, we are forced to accept they exist
outside the Brazilian legal system. We do not consider this feature appropriate to legal
ontology definition. Dealing with negations every time we assume the existence of a law
may bring unnecessary complexity to legal ontology definition. Because the precedence
relationship between laws, cf. ontological commitment , there is a natural alternative to
classical logic, the intuitionistic logic (IL). According to IL semantics, i : ¬A, iff, for each
law j, such that i  j, it is not the case that j : A. This semantics means that i does not
provide any legal support for any individual law belong to A, which agrees with Kelsen
jurisprudence on the hierarchy of individual laws.
Commitment gives rise to expressions of the form m LexLociCelebrationis m,
where m is MaryIsMarriedWithJohn and LexLociCelebrationis is a legal con-
nection. Thus, if Abroad is the concept that represents all laws in Portugal, then the
concept ∃ LexLociCelebrationis Portugal represents the Brazilian individual laws
stating that Portuguese marriage is valid in Brazil. The private international law of any
country is a collection of laws stated in similar ways for every possible legal connection.
In (Haeusler, de Paiva, & Rademaker, 2010) it is shown in detail a judicial case deriving
that a renting contract is solving a conflict of laws in space through private international
law.
3. Some philosophical discussion on using Kelsen in legal ontologies
We base our work on two ontological criteria: 7
• Ontological Commitment (due to W.Quine), our logical approach is ontologically
committed to Valid Legal Statements only, as discussed in section . The only
nominals occurring in our logic language are valid individual laws, and;
• Ontological Parsimony, which is strongly related to Quine’s ontological commit-
ment too, with a mention of its stronger version also known as Occam’s Razor,
here denoted as OR.
The second criteria is based on: “One ‘easy’ case where OR can be straightforwardly
applied is when a theory T, postulates entities which are explanatorily idle. Excising these
entities from T produces a second theory, T*, which has the same theoretical virtues as
T but a smaller set of ontological commitments. Hence, according to OR, it is rational to
pick T* over T.”
We observe that nominals, representing individuals, denote only valid individual laws
and nothing in the iALC language described in the following section, is committed with
non-valid individual laws, according to the second ontological criterion above, we do not
have to consider non-valid individual laws. Technically speaking there is no element in
the iALC language able to denote an invalid individual law in any model of any iALC
theory. If something is a valid individual law regarded some legal system in some place
in the world, then this individual belongs to our semantic universe.
This philosophical basis allows us to have only sets of valid individuals as semantics for
iALC theories. Thus, as the a reviewer have already observed, this implies that ¬A is the
set of individual laws holding outside Brazil, and the classical negation is not adequate to
denote this set. If we get ¬A meaning “individual laws that do not hold in Brazil”, the
set of laws being a proper subset of the universe, and A is the conjunctive property “laws
+ holds in A”. Then the complement, ¬A would be all elements of the universe which are
7 see Quine’s “On What there is” article and http://plato.stanford.edu/entries/simplicity,
for example to a primer ontological criteria
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either not a valid individual law or do not hold in Brazil. But there is no way to take the
semantics in this way, for the semantics we get from the ontological commitment from
section is given by “The individual valid laws holding outside of Brazil”.
Finally, concerning contradictory individual laws, they can coexist in the same uni-
verse, since they are there because they hold in distinct legal systems. In fact they are
apparently contradictory. For example, “There is death penalty” and “Death sentence
is not allowed” can coexist, since there are countries where each of these legal state-
ment are valid. Concretely: “There is death penalty”:Iran and “Death sentence is not
allowed”:Brazil.
4. The Logic iALC
Classical Description Logic has been widely used as a basis for ontology creation and
reasoning in many knowledge specific domains, including Legal AI.
An adequate intuitionistic semantics for negation in a legal domain comes to the fore
when we take legally valid individual statements as the inhabitants of our legal ontology.
This allows us to elegantly deal with particular situations of legal coherence, such as
conflict of laws, as those solved by Private International Law analysis. In (Haeusler,
de Paiva, & Rademaker, 2010, 2010; Haeusler, Paiva, & Rademaker, 2010) we present
an Intuitionistic Description Logic, called iALC for Intuitionistic ALC (for Attributive
Language with Complements, the canonical classical description logic system). A labeled
sequent calculus for iALC based on a labeled sequent calculus for ALC (Rademaker, 2012),
was also presented. In these previous articles, we discussed the jurisprudence foundation
of our system, and show how we can perform a coherence analysis of “Conflict of Laws
in Space” by means of iALC. This conflict happens when several laws can be applied,
with different outcomes, to a case depending on the place where the case occurs. Typical
examples are those ruling the rights of a citizen abroad.
In (Haeusler, de Paiva, & Rademaker, 2010), the semantics of iALC is precisely
provided and follows the framework for constructive modal logics presented by Simp-
son (Simpson, 1993) and adapted to description languages by Paiva (de Paiva, 2006). In
the cited reference, we applied iALC to the problem of formalizing legal knowledge.
Description Logics are an important knowledge representation formalism, unifying and
giving a logical basis to the well known AI frame-based systems of the eighties. Descrip-
tion logics are very popular right now. Given the existent and proposed applications of the
Semantic Web, there has been a fair amount of work into finding the most well-behaved
system of description logic that has the broadest application, for any specific domain. De-
scription logics tend to come in families of logical systems, depending on which concept
constructors you allow in the logic. Since description logics came into existence as frag-
ments of first-order logic chosen to find the best trade-off possible between expressiveness
and tractability of the fragment, several systems were discussed and in the taxonomy of
systems that emerged the ALC has come to be known as the canonical one. The basic
building blocks of description logics are concepts, roles and individuals. Concepts are de-
scribed as unary predicates in usual first-order logic and roles as binary atomic predicates
used to modify the concepts.
As discussed in (de Paiva, 2006), considering versions of constructive description logics
makes sense, both from a theoretical and from a practical viewpoint. There are several
possible and sensible ways of defining constructive description logics, whether your moti-
vation is natural language semantics, (de Paiva, 2006), or Legal AI, (Haeusler, de Paiva,
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& Rademaker, 2010). As far as constructive description logics are concerned, Mendler and
Scheele have worked out a very compelling system cALC (Mendler & Scheele, 2010), based
on the constructive modal logic CK (Bellin, de Paiva, & Ritter, 2001)), one possible choice
for us. However in this note we follow a different path and describe a constructive version
of ALC, based on the framework for constructive modal logics developed by Simpson (the
system IK) in his phd thesis (Simpson, 1993) (For a proof-theoretic comparison between
the constructive modal logics CK and IK one can see (Ranalter, 2010)).
Our motivation, besides Simpson’s work, is the framework developed by Brau¨ner and
de Paiva in (Brau¨ner & de Paiva, 2006) for constructive Hybrid Logics. We reason that
having already frameworks for constructive modal and constructive hybrid logics in the
labelled style of Simpson, we might end up with the best style of constructive description
logics, in terms of both solid foundations and ease of implementation. Since submitting
this paper we have been told about the master thesis of Cle´ment (Cle´ment, 2008) which
follows broadly similar lines. Cle´ment proves soundness and completeness of this system
and then provides a focused version of it, a very interesting development, as focused
systems are, apparently, very useful for proof search.
Building up from the Simpson’s constructive modal logics in (Brau¨ner & de Paiva,
2006) (called here IML), it is introduced intuitionistic hybrid logics, denoted by IHL.
Hybrid logics add to usual modal logics a new kind of propositional symbols, the nominals,
and also the so-called satisfaction operators. A nominal is assumed to be true at exactly
one world, so a nominal can be considered the name of a world. If x is a nominal and
X is an arbitrary formula, then a new formula x :X called a satisfaction statement can
be formed. The satisfaction statement x :X expresses that the formula X is true at one
particular world, namely the world denoted by x. In hindsight one can see that IML
shares with hybrid formalisms the idea of making the possible-world semantics part of
the deductive system. While IML makes the relationship between worlds (e.g., xRy) part
of the deductive system, IHL goes one step further and sees the worlds themselves x, y
as part of the deductive system, (as they are now nominals) and the satisfaction relation
itself as part of the deductive system, as it is now a syntactic operator, with modality-like
properties.
Our Sequent Calculus for iALC was first presented in (de Paiva, Hausler, & Rade-
maker, 2010) where we briefly described the immediate properties of this system and
most importantly we discuss a case study of the use of iALC in legal AI.
A very important observation is that this article corrects and extends the presentation
of iALC appearing in all previous articles. It points out the difference between iALC and
the intuitionistic hybrid logic presented in (de Paiva, 2006). Completeness and soundness
proofs are revised. A discussion on the computational complexity of iALC is also taken.
5. Intuitionistic ALC
The iALC logic is based on the framework for intuitionistic modal logic IK proposed in
(Simpson, 1993; Fischer-Servi, 1984; Plotkin & Stirling, 1986). These modal logics arise
from interpreting the usual possible worlds definitions in an intuitionistic meta-theory.
As we will see in the following paragraphs, ideas from (Brau¨ner & de Paiva, 2006) were
also used, where the framework IHL, for intuitionistic hybrid logics, is introduced. iALC
concepts are described as:
C,D ::= A | ⊥ | > | ¬C | C uD | C unionsqD | C v D | ∃R.C | ∀R.C
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where C,D stands for concepts, A for an atomic concept, R for an atomic role. We could
have used distinct symbols for subsumption of concepts and the subsumption concept
constructor but this would blow-up the calculus presentation. This syntax is more general
than standard ALC since it includes subsumption v as a concept-forming operator. We
have no use for nested subsumptions, but they do make the system easier to define, so we
keep the general rules. Negation could be defined via subsumption, that is, ¬C = C v ⊥,
but we find it convenient to keep it in the language. The constant > could also be omitted
since it can be represented as ¬⊥.
A constructive interpretation of iALC is a structure I consisting of a non-empty set ∆I
of entities in which each entity represents a partially defined individual; a refinement pre-
ordering I on ∆I , i.e., a reflexive and transitive relation; and an interpretation function
·I mapping each role name R to a binary relation RI ⊆ ∆I×∆I and atomic concept A to
a set AI ⊆ ∆I which is closed under refinement, i.e., x ∈ AI and x I y implies y ∈ AI .
The interpretation I is lifted from atomic concepts to arbitrary concepts via:
>I =df ∆I
⊥I =df ∅
(¬C)I =df {x | ∀y ∈ ∆I .x  y ⇒ y 6∈ CI}
(C uD)I =df CI ∩DI
(C unionsqD)I =df CI ∪DI
(C v D)I =df {x | ∀y ∈ ∆I .(x  y and y ∈ CI)⇒ y ∈ DI}
(∃R.C)I =df {x | ∃y ∈ ∆I .(x, y) ∈ RI and y ∈ CI}
(∀R.C)I =df {x | ∀y ∈ ∆I .x  y ⇒ ∀z ∈ ∆I .(y, z) ∈ RI ⇒ z ∈ CI}
Following the semantics of IK, the structures I are models for iALC if they satisfy two
frame conditions:
F1: if w ≤ w′ and wRv then ∃v′.w′Rv′ and v ≤ v′
F2: if v ≤ v′ and wRv then ∃w′.w′Rv′ and w ≤ w′
The above conditions are diagrammatically expressed as:
w′ R //
(F1)
v′
w
R //
≤
OO
v
≤
OO and w
′ R //
(F2)
v′
w
R //
≤
OO
v
≤
OO
Our setting simplifies (Mendler & Scheele, 2010), since iALC satisfies (like classical
ALC) ∃R.⊥ = ⊥ and ∃R.(C unionsqD) = ∃R.C unionsq ∃R.D.
In contrast with the above mentioned approaches, ours assign a truth values to some
formulas, also called assertions, they are not concepts as in (Brau¨ner & de Paiva, 2006),
for example. Below we define the syntax of general assertions (A) and nominal assertions
(N) for ABOX reasoning in iALC. Formulas (F ) also includes subsumption of concepts
interpreted as propositional statements.
N ::= x : C | x : N A ::= N | xRy F ::= A | C v C
where x and y are nominals, R is a role symbol and C is a concept. In particular, this
allows x : (y : C), which is a perfectly valid nominal assertion.
Definition 1. (outer nominal) In a nominal assertion x : γ, x is said to be the outer
nominal of this assertion. That is, in an assertion of the form x : (y : γ), x is the outer
nominal.
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We write I, w |= C to abbreviate w ∈ CI which means that entity w satisfies concept
C in the interpretation I8. Further, I is a model of C, written I |= C iff ∀w ∈ I,
we have that I, w |= C. Finally, |= C means ∀I, we have that I |= C. All previous
notions are extended to sets Φ of concepts in the usual universal fashion. Given the
hybrid satisfaction statements, the interpretation and semantic satisfaction relation are
extended in the expected way. The statement I, w |= x : C holds, if and only if, ∀zx I
x , we have that, I, zx |= C. In a similar fashion, I, w |= xRy holds ,if and only if,
∀zx  x.∀zy  y.(xIx, zIy ) ∈ RI . That is, the evaluation of the hybrid formulas does not
take into account only the world w, but it has to be monotonically preserved. It can be
observed that for every w′, if xI  w′ and I, x′ |= α, then I, w′ |= α is a property holding
on this satisfaction relation.
In common reasoning tasks the interpretation I and the entity w in a verification
goal such as I, w |= δ are not given directly but are themselves axiomatized by sets of
concepts and formulas. Usually we have a set Θ 9 of formulas and the set Γ of concepts.
Accordingly:
Definition 2. We write Θ,Γ |= δ if it is the case that:
∀I. if (∀x ∈ ∆I .(I, x |= Θ), then ∀(Nom(Γ, δ)).∀~z  Nom(Γ, δ).(I, ~z |= Γ⇒ I, ~z |= δ) (1)
where ~z denotes a vector of variables z1, . . . , zk and Nom(Γ, δ) is the vector of all outer nominals
occurring in each nominal assertion of Γ∪{δ}. x is the only outer nominal of a nominal assertion
{x : γ}, while a (pure) concept γ has no outer nominal.
A Hilbert calculus for iALC is provided following (Plotkin & Stirling, 1986; Simpson,
1993; Fischer-Servi, 1984). It consists of all axioms of intuitionistic propositional logic
plus the axioms and rules displayed in Figure 1. The Hilbert calculus implements TBox-
reasoning. That is, it decides the semantical relationship Θ, ∅ |= C. Θ has only formulas
as members.
0. all substitution instances of theorems of IPL
1. ∀R.(C v D) v (∀R.C v ∀R.D)
2. ∃R.(C v D) v (∃R.C v ∃R.D)
3. ∃R.(C unionsqD) v (∃R.C unionsq ∃R.D)
4. ∃R.⊥ v ⊥
5. (∃R.C v ∀R.C) v ∀R.(C v D)
MP If C and C v D are theorems, D is a theorem too.
Nec If C is a theorem then ∀R.C is a theorem too.
Figure 1. The iALC axiomatization
A Sequent Calculus for iALC is also provided. The logical rules of the Sequent Calculus
for iALC are presented in Figure 2. 10 The structural rules and the cut rule are omitted
but they are as usual. The δ stands for concepts or assertions (x : C or xRy), α and β
8 In IHL, this w is a world and this satisfaction relation is possible world semantics
9 Here we consider only acycled TBox with v and ≡.
10 The reader may want to read Proof Theory books, for example, (Takeuti, 2013; Buss, 1998; Negri
& Von Plato, 2008; Girard, Taylor, & Lafont, 1989).
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for concept and R for role. ∆ is a set of formulas. In rules p-∃ and p-∀, the syntax ∀R.∆
means {∀R.α | α ∈ concepts(∆)}, that is, all concepts in ∆ are universal quantified with
the same role. The assertions in ∆ are kept unmodified. In the same way, in rule p-N the
addition of the nominal is made only in the concepts of ∆ (and in δ if that is a concept)
keeping the assertions unmodified.
The propositional connectives (u,unionsq,v) rules are as usual, the rule unionsq2-r is omitted.
The rules are presented without nominals but for each of these rules there is a counterpart
with nominals. For example, the rule v-r has one similar:
∆, x : α⇒ x : β
n-v-r
∆⇒ x : (α v β)
The main modification comes for the modal rules, which are now role quantification
rules. We must keep the intuitionistic constraints for modal operators. Rule ∃-l has the
usual condition that y is not in the conclusion. Concerning the usual condition on the ∀-r
rule, it is not the case in this system, for the interpretation of the a nominal assertion in
a sequent is already implicitly universal (Definition 2).
∆, δ ⇒ δ ∆, x : ⊥ ⇒ δ
∆, xRy ⇒ y : α ∀-r
∆⇒ x : ∀R.α
∆, x : ∀R.α, y : α, xRy ⇒ δ ∀-l
∆, x : ∀R.α, xRy ⇒ δ
∆⇒ xRy ∆⇒ y : α ∃-r
∆⇒ x : ∃R.α
∆, xRy, y : α⇒ δ ∃-l
∆, x : ∃R.α⇒ δ
∆, α⇒ β v-r
∆⇒ α v β
∆1 ⇒ α ∆2, β ⇒ δ v-l
∆1,∆2, α v β ⇒ δ
∆⇒ α ∆⇒ β u-r
∆⇒ α u β
∆, α, β ⇒ δ u-l
∆, α u β ⇒ δ
∆⇒ α unionsq1-r
∆⇒ α unionsq β
∆, α⇒ δ ∆, β ⇒ δ unionsq-l
∆, α unionsq β ⇒ δ
∆, α⇒ β
p-∃∀R.∆,∃R.α⇒ ∃R.β
∆⇒ α p-∀∀R.∆⇒ ∀R.α
∆⇒ δ p-N
x : ∆⇒ x : δ
Figure 2. The System SCiALC: logical rules
Theorem 1. The sequent calculus described in Fig. 2 is sound and complete for TBox
reasoning, that is Θ, ∅ |= C if and only if Θ⇒ C is derivable with the rules of Figure 2.
The completeness of our system is proved relative to the axiomatization of iALC, shown
in Figure 1. The proof is presented in Section .
The soundness of the system is proved directly from the semantics of iALC including
the ABOX, that is, including nominals. The semantics of a sequent is defined by the
satisfaction relation, as shown in Definition 2. The sequent Θ,Γ⇒ δ is valid if and only
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if Θ,Γ |= γ. Soundness is proved by showing that each sequent rule preserves the validity
of the sequent and that the initial sequent is valid. This proof is presented in Section .
We note that although we have here fixed some inaccuracies in the presentation of the
iALC semantics in (de Paiva et al., 2010), the system presented here is basically the same,
excepted that here the propositional rules are presented without nominals. Given that,
the soundness of the system proved in (de Paiva et al., 2010) can be still considered valid
without further problems. Note also that the proof of soundness provides in Section
is regarded the full language of iALC. It considers nominals and assertion on nominals
relationship, that is it concerns ABOX and TBOX. The proof of completeness is for the
TBOX only. A proof of completeness for ABOX can be done by the method of canonical
models. For the purposes of this article, we choose to show the relative completeness
proof with the sake of showing a simpler proof concerning TBOX.
6. The completeness of SCiALC system
We show the relative completeness of SCiALC regarding the axiomatic presentation of
iALC presented in Figure 1. To prove the completeness of SCiALC it is sufficient to derive in
SCiALC the axioms 1–5 of iALC. It is clear that all substitution instances of IPL theorems
can also be proved in SCiALC using only propositional rules. The MP rule is a derived rule
from the SCiALC using the cut rule. The Nec rule is the p-∀ rule in the system with ∆
empty. In the first two proofs below do not use nominals for given better intuition of the
reader about the use of rules with and without nominals.
Axiom 1:
α⇒ α β ⇒ β v-l
α v β, α⇒ β
p-∃∀R.(α v β),∃R.α⇒ ∃R.β v-r∀R.(α v β)⇒ ∃R.α v ∃R.β
Axiom 2:
α⇒ α β ⇒ β v-l
α v β, α⇒ β
p-∀∀R.(α v β),∀R.α⇒ ∀R.β v-r∀R.(α v β)⇒ ∀R.α v ∀R.β
Axiom 3:
xRy, y : ⊥ ⇒ x : ⊥ ∃-l
x : ∃R.⊥ ⇒ x : ⊥ v-r⇒ x : (∃R.⊥ v ⊥)
Axiom 4:
x : ∃R.α⇒ x : ∃R.α unionsq1-r
x : ∃R.α⇒ x : (∃R.α unionsq ∃R.β)
x : ∃R.β ⇒ x : ∃R.β unionsq2-r
x : ∃R.β ⇒ x : (∃R.α unionsq ∃R.β) unionsq-l
x : ∃R.(α unionsq β)⇒ x : (∃R.α unionsq ∃R.β)
Axiom 5:
xRy, y : α⇒ y : α xRy, y : α⇒ xRy ∃-r
xRy, y : α⇒ x : ∃R.α
xRy, y : α, y : β,∀R.β ⇒ y : β ∀-l
xRy, y : α, x : ∀R.β ⇒ y : β v-l
x : (∃R.α v ∀R.β), xRy, y : α⇒ y : β ∀-r
x : (∃R.α v ∀R.β), xRy ⇒ y : (α v β) ∀-r
x : (∃R.α v ∀R.β)⇒ x : ∀R.(α v β) v-r⇒ x : [(∃R.α v ∀R.β) v ∀R.(α v β)]
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In this section we prove that.
Proposition 1. If Θ,Γ⇒ δ is provable in SCiALC then Θ,Γ |= γ.
Proof: We prove that each sequent rule preserves the validity of the sequent and that
the initial sequents are valid. The definition of a valid sequent (Θ,Γ |= γ) is presented in
Definition 2.
The validity of the axioms is trivial. We first observe that any application of the rules
v-r, v-l,u-r,u-l, unionsq1-r,unionsq2-r, unionsq-l of SCiALC where the sequents do not have any nominal,
neither in Θ nor in Γ, is sound regarded intuitionistic propositional logic Kripke seman-
tics, to which the validity definition above collapses whenever there is no nominal in the
sequents. Thus, in this proof we concentrate in the case where there are nominals. We
first observe that the nominal version of v-r, the validity of the premises includes
∀(Nom(Γ, δ)).∀~z  Nom(Γ, δ).(I, ~z |= Γ⇒ I, ~z |= δ)
This means that Γ holds in any worlds ~z  ~x for the vector ~x of nominals occurring in
Γ. This includes the outer nominal xi in δ (if any). In this case the semantics of v is
preserved, since ~z includes zi  xi. With the sake of a more detailed analysis, we consider
the following instance:
x : α1, y : α2 ⇒ x : β v-r
α1 ⇒ x : α2 v β
Consider an iALC structure I = 〈U ,, RI . . . , CI〉 In this case, for any I and any
z1, z2 ∈ UI if z1  xI , z1  yI , such that, I, zi |= α1 and I, zi |= α2, we have that
I, zi |= x : β, since the premise is valid, by hypothesis. In this case, by the semantics of
v we have I, zi |= x : α1 v β. The conclusion of the rule is valid too.
The argument shown above for the v-r rule is analogous for the nominal versions of
v-r, v-l,u-r,u-l, unionsq1-r,unionsq2-r, unionsq-l. Consider the rule ∀-r.
∆, xRy ⇒ y : α ∀-r
∆⇒ x : ∀R.α
Since the premise is valid we have that if ∀zx  xI , ∀zy  yI , (zx, zy) ∈ RI then
∀zy  yI .I, zy |= γ. This entails that xI ∈ (∀R.γ)I , for xI  xI . We observe that by
the restriction on the rule application, y does not occur in ∆, it only occurs in xRy and
y : α. The truth of these formulas are subsumed by ∀R.γ. The conclusion does not need
to consider them any more. The conclusion is valid too. Another way to see its soundness
is to prove that if xRy ⇒ y : α is valid, then so is ⇒ x : ∀R.α. This can be show by the
following reasoning:
∀xI∀yI∀zx∀zy(zx  xI → (zy  yI → ((zx, zy) ∈ RI → I, zy |= y : α)))
that is the same as:
∀xI∀yI∀zx∀zy(zx  xI → (zy  yI → ((zx, zy) ∈ RI → I, yI |= α)))
Using the fact that ∀yI(yI  yI), we obtain:
∀xI∀zx(zx  xI → ∀yI((zx, yI) ∈ RI → I, yI |= α))
The above condition states that ⇒ x : ∀R.α is valid.
∀xI∀yI∀zx∀zy(zx  xI → (zy  yI → ((zx, zy) ∈ RI → I, zy |= y : α)))
Consider the rule ∀-l:
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∆, x : ∀R.α, y : α, xRy ⇒ δ ∀-l
∆, x : ∀R.α, xRy ⇒ δ
As in the ∀-r case, we analyze the simplest validity preservation: if x : ∀R.α ∧ xRy is
valid, then so is x : ∀R.α ∧ y : α ∧ xRy. The first condition is:
∀xI∀yI∀zx(zx  xI → ∀zy(zy  yI →
((I, zy |= x : ∀R.α) ∧ (I, zy |= x : ∀R.α) ∧ ((zx, zy) ∈ RI)→
(I, zy |= y : α) ∧ (I, zx |= y : α)))) (2)
Using zy = y
I , eliminating zx from the term, and, using the fact that I, zy |= y : α is
valid, iff, I, yI |= α , we obtain
∀xI∀yI∀zx(zx  xI → ∀zy(zy  yI →
((I, zy |= x : ∀R.α) ∧ (I, zy |= x : ∀R.α) ∧ ((zx, zy) ∈ RI)→ (I, y |= α)))) (3)
Consider the semantics of ∃R.α:
(∃R.α)I =df {x | ∃y ∈ UI .(x, y) ∈ RI and y ∈ αI}
and the following rule:
∆⇒ xRy ∆⇒ y : α ∃-r
∆⇒ x : ∃R.α
We can see that the premises of the rule entails the conclusion. The premises corre-
spond to the following conditions:
∀xI∀yI∀zx(zx  xI → ∀zy(zy  yI → ((zx, zy) ∈ RI)))
and
∀yI∀zy(zy  yI → ((I, zy |= y : α)))
Instantiating in both conditions zy = y
I and zx = xI , this yields (xI , yI) ∈ RI , such that
I, yI |= α, so I, zx |= xI : ∃R.α. Thus, ∃-r is sound. The soundness of ∃-l is analogous to
∀-l.
Finally, it is worth noting that, for each rule, we can derive the soundness of its non-
nominal version from the proof of soundness of its nominal version. For instance, the
soundness of the nominal version of rule unionsq-l depends on the diamond conditions F1 and
F2. The soundness of its non-nomimal version, is a consequence of the soundness of the
nominal version.
The rules below have their soundness proved as a consequence of the following rea-
sonings in first-order intuitionistic logic that are used for deriving the semantics of the
conclusions from the semantics of the premises:
(p-∃): ∀x(A(x) ∧B(x)→ C(x)) |= ∀xA(x) ∧ ∃xB(x)→ ∃xC(x);
(p-∀): (A(x) |= B(x)) implies ∀y(R(y, x)→ A(x)) |= ∀y(R(y, x)→ B(x));
(p-N): if A |= B then for every Kripke model I and world xI , if I, xI |= A then
I, xI |= B.
∆, α⇒ β
p-∃∀R.∆, ∃R.α⇒ ∃R.β
∆⇒ α p-∀∀R.∆⇒ ∀R.α
∆⇒ δ p-N
x : ∆⇒ x : δ
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In this article, we shown how intuitionistic logic and Kelsen’s jurisprudence can be
used to express Chisholm paradox faithfully. A key fact in providing a logical model
to this paradox is that laws/norms are not taken as propositions. For example, in the
explanation above on building the model, if we turn back to deontic expression of laws,
we will have that l1 is Op and l2 is O(p → q), but we cannot derive that l3 is O(q).
l3 is of course the meet (u) between l1 and l2, as a meet it is strongly connection to
O(l1)∧O(l2)↔ O(l1∧l2), which is a SDL valid formula. Thus, l3 is the norm O(l1∧l2), that
is an obligation. However, now remembering what norms l1 and l2 are in this particular
case, l3 is the meeting O(p) ∧ O(p → q) that it is O(p ∧ (p → q)). This conclusion,
however, does not entail that in l3 can be identified with O(q), since our implication is
the intuitionistic implication. This very last aspect of joining Kelsen jurisprudence and
iALC also helps to avoid other deontic paradoxes.
Jorgensen’s Dilemma (Jorgensen, 1937) offers a question, in fact, a dilemma, whether
there is, in fact, any deontic logic. The question follows this path: 1) Norms/laws deal
with evaluative sentences; 2) Evaluative sentences are not the kind of sentence that can
be true or false; 3) Thus, how there is a logic of evaluative sentences? 4) Logic has as
goal to define what can be drawn from whatever, and; 5) A sentence follows from a set
of sentences on a basis of the relationship between the truth of the sentences in question.
Thus, there is no deontic logic. What we have shown in this article, is that deontic logic
is possible by considering the logic of norms as a logic on norms, instead. This reading is
just what we do in legal ontologies.
We have to touch some aspects that are very well-known in the deontic approach.
One is the deontic concept of permission. This case is modeled by observing that in a
society regulated by law, permission is nothing more than an obligation of the State. The
State promulgates what is allowed. Concerning prohibitions, the foundation is analogous.
However, some subtle and theoretical problems may arise if one wants to recover the
definition of forbidden (F ) regarding the very well-known duality F (p) ≡ O(¬p). This
discussion will be the subject of another article.
On the more practical side, we have been experimenting with applications of iALC
aiming to develop a methodology for law formalization. The OAB (Ordem dos Advogados
do Brasil, the Order of Attorneys of Brazil) Exam can be considered an excellent choice
for analyzing the performance of a system with the goal to reason in the legal world.
Similarly to the US Bar Exam, it evaluates whether the candidates have the aptitude to
practice the law. We have conducted three experiments in question answering on the OAB
national exams (Delfino, Cuconato, Haeusler, & Rademaker, 2017; Alkmim, Haeusler, &
Rademaker, 2018). In these articles we explain the basic structure of the OAB Exam
followed by the formal justification of the corrected answers of some questions. In the
future, we intend to make these results as general and algorithmic as possible, aided by a
reasoner for iALC and combined with natural language processing techniques.
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Alguns comenta´rios sobre a questa˜o da
identidade entre lo´gicas
Hugo Luiz Mariano1
1. Introduc¸a˜o
O objetivo destas notas, motivadas por palestra proferida no “Lo´gica no Avia˜o”
em setembro de 2016, na˜o e´ realizar uma discussa˜o conceitual abrangente ou aprofundada
sobre o tema da identidade entre entes matema´ticos, especificamente no contexto das
lo´gicas, mas apresentar ao leitor interessado um pequeno recorte sobre o tema, focado em
alguns encaminhamentos matema´ticos, realizados em trabalhos de alguns lo´gicos, alguns
dos quais com atuac¸a˜o ou parcerias acadeˆmicas no Brasil. Na˜o ha´ qualquer originalidade
em abordar o tema sobre identidade/equivaleˆncia entre sistemas lo´gicos, sendo este um
assunto recorrente na comunidade dos lo´gicos; reflexo˜es desta natureza podem ser encon-
tradas, por exemplo, em [5], [10] e [16]. Registramos aqui tambe´m que partes do texto
[38] foram utilizadas para compor estas presentes notas.
Um primeiro esclarecimento ja´ caberia aqui, originado pela distinc¸a˜o que ocorre na
pra´tica entre Lo´gica como ramo do conhecimento u´til para os Fundamentos da Ma-
tema´tica, e a Lo´gica enquanto a´rea da Matema´tica com diversas aplicac¸o˜es em outras
a´reas da pro´pria Matema´tica (como em Teoria de Modelos). Se por um lado, na primeira
concepc¸a˜o da Lo´gica, e´ adequado proceder ta˜o mais finitariamente enquanto poss´ıvel2,
ja´ no segundo caso, como em Teoria dos Modelos, assumi-se que uma meta-teoria dos
conjuntos muito mais rica contendo, por exemplo, ZFC (pelo menos). Nestas notas, por
encararem lo´gicas enquanto objetos matema´ticos, va˜o na segundo direc¸a˜o3.
Ilustrando a questa˜o da identidade entre objetos matema´ticos:
Consideremos um estudante que entra em contato com a noc¸a˜o matema´tica denomi-
nada grupo, i.e. uma estrutura matema´tica pG, ¨, 1q, dada por um conjunto (na˜o vazio) G,
munido de alguns dados: uma operac¸a˜o bina´ria de “multiplicac¸a˜o” (¨) que e´ associativa, e
que possui um elemento distinguido (1) que e´ elemento neutro para esta operac¸a˜o bina´ria,
e tal que, ale´m disso, todo elemento admite um (u´nico) inverso (para todo g P G, existe
h P G tal que g.h “ 1 “ h.g), ou seja, a estrutura poderia estar (ou estaria) munida
de uma operac¸a˜o una´ria extra (p q´1) que descreve os inversos multiplicativos de cada
elemento. Este estudante na˜o teria dificuldade de aceitar que ambas as apresentac¸o˜es da
noc¸a˜o de grupo (com ou sem uma operac¸a˜o una´ria na linguagem) teˆm “o mesmo conteu´do
matema´tico”, apesar de uma estar dada em linguagem mais completa e satisfazer axiomas
mais simples (todos universais) e a outra estar dada em uma linguagem mais restrita e
1 Instituto de Matema´tica e Estat´ıstica, Universidade de Sa˜o Paulo. Email: hugomar@ime.usp.br.
2 Assumindo portanto que na meta-teoria dispomos apenas de uma fraca (meta)teoria de conjuntos
(se assim a desejarmos formalizar) que permite ao menos fazermos definic¸o˜es por recursa˜o e provas por
induc¸a˜o.
3 A semaˆntica usual da Lo´gica de predicados (cla´ssica, finita´ria) de primeira ordem ou de ordem
superior e a pro´pria formulac¸a˜o do que sa˜o lo´gicas infinita´rias so´ podem ser postas no contexto de teorias
robustas de conjuntos como ZFC.
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necessitar ser descrita por axiomas mais complexos (@D). Tecnicamente isto fica respal-
dado na Lo´gica de primeira ordem atrave´s do “Teorema de Extensa˜o por Definic¸o˜es”,
cuja formulac¸a˜o pode ser encontrada nos bons livros de Lo´gica Matema´tica, e.g. no livro
do Shoenfield. Vale acrescer que mesmo esta questa˜o da indistinguibilidade entre teorias
matema´ticas de primeira ordem admite complexidades e variac¸o˜es na˜o triviais, que envol-
vem alterac¸o˜es “significativas” de linguagens envolvidas, mas na˜o cabe nestas notas nos
determos no detalhamento destas questo˜es4.
Entramos agora na questa˜o central destas notas, a indistinguibilidade de lo´gicas,
ilustrando-a inicialmente com pontos espec´ıficos:
Via de regra, o primeiro contato de um estudante com lo´gica simbo´lica ocorre atrave´s
de alguma descric¸a˜o da Lo´gica Proposicional Cla´ssica e a interpretac¸a˜o dos conectivos
ba´sicos (^, _ ,  , Ñ) por meio de tabelas de verdade a dois valores, t0, 1u, que se
estende a`s interpretac¸o˜es das correspondentes fo´rmulas proposicionais determinadas por
este conjunto de conectivos e um conjunto infinito enumera´vel de varia´veis proposicionais.
A este aspecto inicial semaˆntico costuma seguir uma descric¸a˜o axioma´tica desta lo´gica no
estilo de Hilbert, i.e. por meio de axiomas e regras de infereˆncia formulados em “parte
representativa” desta mesma linguagem. E segue-se usualmente com o estabelecimento
de importantes (meta)teoremas, como os metateoremas da Correc¸a˜o e da Completude5,
que “identificam” essas apresentac¸o˜es semaˆntica e axioma´tica.
Coloca-se naturalmente neste quadro, a questa˜o semaˆntica dos subconjuntos de co-
nectivos que “determinam a mesma informac¸a˜o” (e.g. t ,Ñu, t ,_u, t ,^u) ou mesmo
quando esta invariaˆncia de conteu´do ocorre atrave´s de conjuntos que contam com a pre-
senc¸a de conectivos alternativos (como o formado apenas pelo s´ımbolo de Sheffer). Ha´
tambe´m uma diversidade de descric¸o˜es axioma´ticas alternativas, formuladas em diversas
possibilidades de linguagem. Haveria ainda outras alternativas prova-teo´ricas de capturar
o conteu´do dessa lo´gica ale´m da apresentac¸a˜o axioma´tica a` la´ Hilbert, e.g. ca´lculo de
sequentes, deduc¸a˜o natural , tableaux,... Ainda assim, dizemos que estamos nos refe-
rindo a mesma lo´gica proposicional cla´ssica! Mas afinal, o que e´, concretamente, a Lo´gica
Proposicional Cla´ssica?([11])
Claro que o problema na˜o se restringe a questa˜o pontual das apresentac¸o˜es da lo´gica
proposicional cla´ssica. A lo´gica proposicional intuicionista, formulada na linguagem (^,
_ ,  , Ñ) e´ reconhecida como uma sublo´gica da lo´gica cla´ssica (i.e. Γ $i φ ñ Γ $c φ) e
sendo de fato uma sublo´gica pro´pria, algo testemunhado, por exemplo, pela auseˆncia do
axioma (ou teorema) do terceiro exclu´ıdo. Reversamente, a toda demonstrac¸a˜o cla´ssica
esta´ naturalmente associada uma demonstrac¸a˜o intuicionista atrave´s da “traduc¸a˜o de Gli-
venko”: Γ $c φñ   Γ $i   φ. Nos anos de 1930, Go¨del verificou que, diferentemente
da lo´gica cla´ssica, a lo´gica intuicionista na˜o pode ser caracterizada por uma semaˆntica
finita; por outro lado, provou tambe´m que o fragmento ( , ^) da lo´gica intuicionista “coin-
cide” com a lo´gica cla´ssica. Assim o problema da identidade de lo´gicas sugere tambe´m
4Outras noc¸o˜es razoa´veis de equivaleˆncia entre teorias matema´ticas sa˜o dadas pelos conceitos de
bi-interpretac¸a˜o e interpretac¸a˜o mu´tua entre teorias: para estas, variantes e outras questo˜es envolvendo
aspectos ontolo´gicos de teorias como teorias aritme´ticas e teorias de conjuntos e classes veja, por exemplo,
[3] e [25]. Outras noc¸o˜es de identidades de teorias ainda sa˜o poss´ıveis e comec¸aram a ser mais exploradas
recementemente, como a noc¸a˜o (categorial) de teorias Morita-equivalentes, que tem sido desenvolvida
principalmente por Olivia Caramello.
5 Este u´ltimo pode ser estabelecido por pelo menos dois me´todos diferentes: ha´ uma abordagem mais
efetiva, denominada a prova Ka´lmar, e outra de cunho alge´brico, dada por meio da utilizac¸a˜o da a´lgebra
de Boole naturalmente associada a` Lo´gica Cla´ssica, denominada sua A´lgebra de Lindenbaum.
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a importaˆncia e utilidade em se estabelecer crite´rios mais amplos de comparac¸a˜o entre
lo´gicas.
Tendo em vista os comenta´rio acima, nosso ponto de partida sobre o tema geral da
identidade de lo´gicas e´ o (aparentemente) mais simples poss´ıvel, o crite´rio de Leibniz de
identidade:
“Objetos A,A1 sa˜o ideˆnticos precisamente quando sa˜o indiscern´ıveis, i.e. A e A1 com-
partilham as mesmas propriedades.”
Algumas questo˜es surgem imediatamente: O que seria razoa´vel aceitarmos como sendo
“propriedades”? Quais selec¸o˜es de propriedades poderiam estar em jogo? Como nos
referirmos aos “dois” objetos A,A1 que viriam a ser ideˆnticos?
Destas questo˜es, a terceira e´ mais simples de ser considerada: basta adotarmos o
encaminhamento standard de distinguir linguagem objeto e metalinguagem.
Ja´ sobre as duas primeiras questo˜es a situac¸a˜o e´ muito mais delicada. Um enca-
minhamento matematicamente simples e natural na˜o seria listar explicitamente o que
se pretende aceitar como “propriedades”, mas teˆ-las determinado implicitamente. Mais
concretamente: a noc¸a˜o matema´tica de categoria cumpre bem este papel, consistindo de
selec¸o˜es de uma classe de objetos que sa˜o conectados por meio de uma classe selecio-
nada de morfismos, que podem ser compostos de modo a satisfazer leis muito simples,
veja por exemplo [32]. O linguajar da Teoria das Categorias fornece imediatamente uma
versa˜o simples e razoa´vel da noc¸a˜o de identidade estrutural, dada pelos isomorfismos (=
morfismos invert´ıveis) entre objetos da categoria. Isto ja´ nos leva aos passos seguintes
destas notas: considerar categorias cujos objetos “sa˜o lo´gicas”. Cabe aqui dizer que,
ale´m disso, a Teoria das Categorias tambe´m permite estabelecer crite´rios de comparac¸o˜es
de “selec¸o˜es impl´ıcitas de propriedades”: por exemplo, as duas apresentac¸o˜es da noc¸a˜o
de grupo mencionadas anteriormente sa˜o equivalentes pois essas determinam categorias
isomorfas.
2. Motivac¸a˜o principal
A definic¸a˜o e o estudo sistema´tico de categorias cujos objetos sa˜o lo´gicas (geral-
mente proposicionais e com conectivos finita´rios) foi motivado pelo fenoˆmeno do surgi-
mento de diversos processos de combinac¸o˜es de lo´gicas que ocorreu na de´cada de 1990,
a saber os processos de: produto, fusa˜o, temporalizac¸a˜o, sincronizac¸a˜o, parametrizac¸a˜o e
fibrilac¸a˜o (irrestrita e restrita), veja por exemplo [14]. Em geral, estes processos foram
definidos em contextos de lo´gicas particulares (e.g. para lo´gicas modais) e buscava-se
determinar condic¸o˜es que garantissem que fossem preservadas, sob o processo de com-
binac¸a˜o, certas propriedades meta-lo´gicas interessantes das lo´gicas constituintes como as
propriedades de: Correc¸a˜o, Completude (ou Completude fraca), Interpolac¸a˜o de Craig,
Decidibilidade, etc.
Esses processos de combinac¸a˜o de lo´gicas se apresentam em aspectos duais: ana´lise
de lo´gicas e s´ıntese de lo´gicas. Em um processo de combinac¸a˜o, representado aqui porÂ
, a relac¸a˜o entre uma lo´gica L e uma famı´lia de lo´gicas tLi : i P Iu, atrave´s da
”equac¸a˜o”L –ÂiPI Li, pode ser encarada de duas formas:
(i) como um processo de decomposic¸a˜o ou ana´lise de lo´gicas: se a lo´gica L ja´ foi previ-
amente definida ou considerada, mas esta´ em estudo, e as lo´gicas da famı´lia tLi : i P Iu
sa˜o bem conhecidas, frequentemente tratando-se de fragmentos mais simples de L;
(ii) como um processo de composic¸a˜o ou s´ıntese de lo´gicas: se as lo´gicas da famı´lia
tLi : i P Iu sa˜o conhecidas e pretende-se definir (e estudar as meta-propriedades) da
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lo´gica combinada L –ÂiPI Li; ou se as lo´gicas tLu Y tLi : i P Iu sa˜o definidas e conheci-
das com a equac¸a˜o significando que foi identificada uma relac¸a˜o entre essas.
Vamos descrever brevemente exemplos t´ıpicos de cada um desses aspectos. No in´ıcio
dos anos de 1990, W. Carnielli introduziu o conceito de Semaˆntica de Traduc¸o˜es Poss´ıveis,
que baseia-se na ide´ia de descrever/decompor/analisar uma lo´gica por meio de uma famı´lia
de traduc¸o˜es (globalmente conservativa) em lo´gicas supostamente mais simples ou mais
conhecidas que a original ([13]). Dualmente, D. Gabbay, em meados da de´cada de 1990,
considerou (originalmente no contexto das lo´gicas modais e semaˆnticas de Kripke) a noc¸a˜o
de fibrilac¸a˜o de lo´gicas, cujo objetivo seria combinar duas lo´gicas L1 e L2 de tal forma a
obter ”o menor sistema lo´gico na linguagem combinada que e´ uma extensa˜o conservativa
de ambas as lo´gicas L1 e L2”([27]).
Naturalmente, o ponto de partida para tratar categorialmente a questa˜o da com-
binac¸a˜o de lo´gicas passa por dois processos de escolha: o de representar os sistemas
lo´gicos que constituem os objetos da categoria em questa˜o e o de descrever os tipos de
morfismos entre esses. Dentro da processo de representac¸a˜o dos sistemas lo´gicos, fixada
uma linguagem proposicional (assinatura) e a noc¸a˜o de fo´rmula correspondente, existem
treˆs possibilidades a serem consideradas, com va´rias alternativas em cada um dessas: (i)
a representac¸a˜o sinta´tica das lo´gicas, dentro do contexto da teoria da prova (sistemas
axioma´ticos a` la´ Hilbert, deduc¸a˜o natural, ca´lculo de sequentes, tableaux, etc); (ii) a
representac¸a˜o semaˆntica (valorac¸o˜es, semaˆntica de Kripke, matrizes lo´gicas, etc); (iii) a
representac¸a˜o simultaˆnea ou mista: ”lo´gica = demonstrabilidade + semaˆntica”. Fixada
a classe de objetos da categoria passa-se a` questa˜o da escolha de morfismos conectando
esses objetos.
3. Uma escolha simples
Frequentemente a maneira mais simples e “concreta” de representar os sistemas
lo´gicos proposicionais e´ a representac¸a˜o prova-teo´rica de lo´gicas como um par pΣ,$q,
onde:
‚ Σ “ pΣnqnPN e´ uma assinatura proposicional e finita´ria;
‚ FΣpXq e´ a Σ-a´lgebra completamente livre sobre um conjunto fixado X de “varia´veis
proposicionais” que e´ infinito e enumera´vel;
‚ $Ď P pFΣpXqq ˆ FΣpXq e´ relac¸a˜o de consequeˆncia “tarskiana” ([31]) associada a um
operador de fecho (das “teorias”) T : P pFΣpXqq Ñ P pFΣpXqq que e´ finita´rio e estrutural
(i.e. e´ compat´ıvel com todos os Σ-homomorfismos de substituic¸a˜o h : FΣpXq Ñ FΣpXq):
estes operadores sempre sa˜o provenientes de algum sistema hilbertiano6.
As conexo˜es mais simples e naturais entre os sistemas lo´gicos como descritos acima sa˜o
dadas por (alguma variante da noc¸a˜o de) morfismos de traduc¸a˜o (ou interpretac¸a˜o), i.e.
certas flechas associadas a func¸o˜es, definidas nos conjuntos de fo´rmulas da lo´gica fonte na
lo´gica alvo, que sa˜o “cont´ınuas”, i.e. que preservam as relac¸o˜es de consequeˆncia envolvidas.
Retornado a` motivac¸a˜o principal para considerar categorias de lo´gicas, observamos
que no final dos anos de 1990, o Grupo de Lo´gica do IST de Lisboa-Portugal e, pos-
teriormente o Grupo de Lo´gica Teo´rica e Aplicada do CLE-UNICAMP, consideraram
sistematicamente a perspectiva categorial do fenoˆmeno de (certos tipos de) combinac¸o˜es
6 A assinatura e os axiomas e regras de infereˆncia do sistema hilbertiano providenciam uma apre-
sentac¸a˜o da lo´gica em questa˜o por meio de “geradores e relac¸o˜es” de forma ana´loga ao que ocorre para
as estruturas alge´brica dadas por alguma teoria equacional (como as teoria dos grupos, dos ane´is, dos
reticulados, etc) podem ser apresentadas por geradores e relac¸o˜es.
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de lo´gicas, focalizando atenc¸a˜o em algumas construc¸o˜es categoriais em certas categorias
de lo´gicas, onde procuravam determinar as condic¸o˜es necessa´rias para que certas meta-
propriedades fossem conservadas pelas construc¸o˜es. Enquanto o processo anal´ıtico que
ocorre na Semaˆntica de Traduc¸o˜es Poss´ıveis produz uma traduc¸a˜o conservativa da lo´gica
em estudo em um produto (ou produto fraco) de lo´gicas mais simples, por outro lado a
fibrilac¸a˜o ”irrestrita”, i.e. sem compartilhamento de conectivos das lo´gicas constituintes,
e´ descrita pela construc¸a˜o categorial dual de produto, o coproduto, e a noc¸a˜o co-irma˜ a
de fibrilac¸a˜o ”restrita”, i.e. com compartilhamento de conectivos das lo´gicas constituin-
tes, e´ descrito pela construc¸a˜o categorial dual de produto fibrado (ou pullback), a soma
amalgamada (ou pushout) ([43], [15]).
A abordagem categorial de noc¸o˜es como a de fibrilac¸a˜o e´ relevante porque, ale´m desta
exigir que os objetos de estudo e suas interrelac¸o˜es sejam totalmente precisos, a carac-
terizac¸a˜o da fibrilac¸a˜o como uma construc¸a˜o universal (como coproduto ou como soma
amalgamada) em uma dada escolha de categoria de lo´gicas, permite a definic¸a˜o, atrave´s
das mesmas propriedades universais, da noc¸a˜o de fibrilac¸a˜o de lo´gicas em outras cate-
gorias que capturam outros aspectos dos sistemas lo´gicos: desta forma, foram propostas
novas categorias de lo´gicas que apresentam tratamentos de dois problemas ant´ıpodos que
ocorreram em certas fibrilac¸o˜es nas primeiras categorias de lo´gicas: o problema do colapso
([42], ([18])) e o do anti-colapso ([17]).
Como exposto acima, a corrente principal do estudo das categorias de lo´gicas focalizou
sua atenc¸a˜o em algumas construc¸o˜es categoriais em certas categorias de lo´gicas, procu-
rando determinar condic¸o˜es suficientes para que certas meta-propriedades sejam conser-
vadas pelas construc¸o˜es. Posteriormente os aspectos ”globais”das categorias de lo´gicas,
que garantem por exemplo a abundaˆncia (ou escassez) de construc¸o˜es - algo fundamental
para os processos de combinac¸o˜es de lo´gicas - estabeleceu-se como projeto de investigac¸a˜o
complementar ao desta corrente principal. Dentre os trabalhos nesta linha, e que teˆm em
comum essa natureza mais simples de apresentar os sistemas lo´gicos enquanto objetos,
listamos: [22], [1], [16], [33], [5].
Em [1], ale´m da representac¸a˜o simples e concreta dos sistemas lo´gicos por meio de
um par formado por uma assinatura e uma relac¸a˜o de consequeˆncia tarskiana, tem-se a
noc¸a˜o mais simples (pore´m restrita) e natural poss´ıvel de morfismo entre assinaturas e de
morfismo de traduc¸a˜o induzido entre lo´gicas: um morfismo (dito estrito) de assinaturas
f : Σ Ñ Σ1 e´ simplesmente uma sequeˆncia de func¸o˜es que, a cada conectivo n-a´rio da
assinatura fonte, Σ, atribui um conectivo n-a´rio da assinatura alvo, Σ1; este induziria
uma func¸a˜o fˆ : FΣpXq Ñ FΣ1pXq que, caso preservasse as relac¸o˜es de consequeˆncia (i.e.
Γ $ φ ñ fˆ rΓs $1 fˆpφq), determinaria um morfismo (estrito) de lo´gicas f : pΣ,$q Ñ
pΣ1,$1q. Ss e Ls denotam as respectivas categorias de assinaturas e de lo´gicas obtidas
atrave´s de definic¸o˜es naturais de composic¸a˜o de morfismos e de morfismos de identidades.
Ss e Ls teˆm boas proprieades categoriais pois sa˜o completas, co-completas e (finitamente)
acess´ıveis (veja [6] para este conceito): estes resultados constituem o alicerce para outros
de resultados apresentados no trabalho em questa˜o.
Como ja´ foi mencionado, uma apresentac¸a˜o de uma lo´gica como colimite de outras
pode ser entendido como uma decomposic¸a˜o da lo´gica em estudo por meio de outras lo´gicas
(conhecidas e/ou bem comportadas), possivelmente auxiliando no entendimento da lo´gica
mais complexa. Em [1] observou-se que a situac¸a˜o onde uma lo´gica L e´ completamente
determinada pelas traduc¸o˜es de outras lo´gicas Li em L pode ser percebida como uma
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“cobertura” de L pelas lo´gicas Li; nesse trabalho transformou-se esta intuic¸a˜o inicial em
afirmac¸o˜es matema´ticas ao fixar uma categoria de sistemas lo´gicos e fornecer algumas
definic¸o˜es rigorosas da noc¸a˜o de cobertura. Ale´m disso, cada noc¸a˜o de cobertura tomada
induz uma topologia de Grothendieck na (essencialmente pequena) subcategoria plena
pLsqfp Ď Ls formada pelas lo´gicas finitamente presenta´veis. Com as noc¸o˜es de feixe
assim obtidas foi poss´ıvel relacionar lo´gicas (= colimites filtrantes de lo´gicas finitamente
presenta´veis) e feixes por interme´dio da categoria SetppLsqfpq
op
dos pre´feixes (= colimites
de funtores contravariantes hom de lo´gicas finitamente presenta´veis).
Prosseguindo neste ponto de vista global da lo´gica, estudou-se em [1] uma categoria cu-
jos objetos sa˜o as lo´gicas algebriza´veis no senso de Blok-Pigozzi7 (veja [12]). Demonstrou-
se que a categoria As, formada pelas lo´gicas Blok-Pigozzi algebriza´veis com morfismos
tomados como os morfismos estritos de lo´gicas e que tambe´m preservam pares algebriza-
dores (i.e. as equac¸o˜es definidoras e as fo´rmulas de equivaleˆncia da lo´gica algebriza´vel),
e´ uma categoria que possui todos os colimites filtrantes, constituindo tambe´m uma cate-
goria finitamente acess´ıvel. Pore´m destacamos que esta na˜o e´ completa, pois na˜o possui
limites de diagramas “na˜o limitados”, nem cocompleta, pois na˜o possui objeto inicial
(nem objeto inicial fraco em geral).
Como mencionamos, foram apresentados em [1] os primeiros passos para se adotar a
perspectiva global em Lo´gica (e se obter informac¸o˜es relevantes a partir desta abordagem)
ao tomar escolhas simples e naturais de categorias de assinaturas e de sistemas lo´gicos.
Contudo, na pra´tica, essas escolhas se revelam muito restritivas: tratando de forma inade-
quada o problema da identidade de sistemas lo´gicos. Por exemplo, duas apresentac¸o˜es da
lo´gica proposicional cla´ssica que tomam como conjuntos de conectivos primitivos (i.e. as-
sinaturas) t ,Ñu e t ,_u na˜o admitem nenhum morfismo estrito lo´gico entre elas (desde
que esse precisaria levar Ñ em _) enquanto seria natural esperar que essas apresentac¸o˜es
fossem isomorfas. Para ir na direc¸a˜o de remediar esse defeito, considerou-se em [22] tomar
uma noc¸a˜o mais flex´ıvel de morfismo de assinaturas que permitisse levar em conta substi-
tutic¸o˜es nas a´lgebras de fo´rmulas, admitindo assim mapear o conectivo bina´rio primitivo
Ñ no conectivo bina´rio “derivado” p px0q _ x1q (i.e. uma fo´rmula em duas varia´veis)
e onde o conectivo una´rio  seria mapeado em uma fo´rmula em uma varia´vel  x0; na
direc¸a˜o reversa, tambe´m ter´ıamos outro morfismo flex´ıvel dado por _ ÞÑ p px0q Ñ x1q
e  ÞÑ  x0. Assim, mapeando-se em geral os conectivos n-a´rios da assinatura fonte do
morfismo (dito flex´ıvel) em conectivos “derivados” n-a´rios da assinatura alvo (i.e., uma
formula da linguagem alvo onde aparecem exatamente as n-primeiras varia´veis) pode-se
obter uma categoria de assinaturas e morfismos flex´ıveis, Sf , e sua correspondente catego-
ria de lo´gicas e morfismos flex´ıveis de traduc¸a˜o Lf . Contudo, analisando complexidade de
fo´rmulas, e´ fa´cil verificar que estes mapeamentos na˜o produziriam isomorfismos inversos
de assinaturas ou de lo´gicas. Ale´m disso, a categoria de assinaturas resultante e´ bastante
7 Ao passo que o me´todo de algebrizac¸a˜o introduzido por Lindenbaum e Tarski de atribuir uma
a´lgebra a uma dada lo´gica atrave´s de uma construc¸a˜o expl´ıcita, de modo a fazer um interplay interessante
entre a apresentac¸a˜o prova-teo´rica e a contraparte semaˆntica da lo´gica em questa˜o, a teoria das lo´gicas
algebriza´veis desenvolvida por Blok e Pigozzi - que, em certo sentido, generaliza aspectos do me´todo
anterior - descreve conceitualmente a forma de corresponder sintaxe e semaˆntica (alge´brica) em lo´gicas
assim ditas algebriza´veis, atrave´s de conjuntos finitos de “fo´rmulas de equivaleˆncia” (fo´rmulas em duas
varia´veis) e de um conjunto finito de “equac¸o˜es definidoras” (i.e. pares de fo´rmulas em uma varia´vel), e
tal que ambos os dados dete´m uma relac¸a˜o estreita com a tal lo´gica dita algebriza´vel; em particular existe
uma u´nica quasivariedade de a´lgebras na mesma assinatura da lo´gica, denominada semaˆntica alge´brica
equivalente da lo´gica, na qual se produz uma forma especial de teoremas de correc¸a˜o e completude.
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pobre em termos de construc¸o˜es: e.g. ela na˜o possui pullbacks nem colimites filtrantes.
Em [16] foi introduzida uma noc¸a˜o variante de comparac¸a˜o mu´tua de lo´gicas atrave´s
de morfismos flex´ıveis, pΣ,$q h
1
Õ
h
pΣ1,$1q, denominada equipoleˆncia, que pode ser descrita
grosso modo dizendo que os morfismos flex´ıveis h, h1 sa˜o “inversos a menos de interde-
monstrabilidade”: rapidamente verifica-se que as duas apresentac¸o˜es da lo´gica cla´ssica
dadas acima seriam “equipolentes”.
Posteriormente surgiram duas abordagens distintas ([33], [5]), pore´m em certa medida
equivalentes, que refinam os trabalhos mencionados anteriormente ao para lidar simulta-
neamente, e de forma efetiva, com o problema da identidade de lo´gicas e a abundaˆncia de
construc¸o˜es categoriais:
Em [33], foram consideradas categorias de lo´gicas satisfazendo simultaneamente certos
requisitos naturais, tais como:
(i) Representar a maioria dos sistemas lo´gicos usuais;
(ii) Fornecer um tratamento satisfato´rio do problema de identidade de sistemas lo´gicos;
(iii) Possuir boas propriedades categoriais (por exemplo, se elas sa˜o categorias completas
e/ou cocompletas, se elas sa˜o categorias acess´ıveis);
(iv) Permitir uma noc¸a˜o natural de sistema lo´gico algebriza´vel (como no conceito de lo´gica
algebriza´vel segundo Blok-Pigozzi ([12]) ou de proto-algebrizabilidade de Czelakowski
([19])).
Inicialmente, foram analisadas as duas categorias de assinaturas (finita´rias) conside-
radas na literatura: Ss tem morfismos mais simples mas muito estritos e melhores pro-
priedades categoriais; Sf tem morfismos mais flex´ıveis mas e´ categorialmente mais pobre.
Definiu-se um par de funtores adjuntos entre essas categorias, mostrando que a moˆnada
ou tripla T “ pT, µ, ηq sobre Ss, canonicamente associada a esta adjunc¸a˜o, e´ tal que T
preserva colimites filtrantes, reflete isomorfismos e, principalmente, que KleislipT q “ Sf ,
de onde se deriva algumas informac¸o˜es adicionais sobre a categoria Sf : por exemplo, esta
tem todos coprodutos. Segue-se uma ana´lise da categoria de lo´gicas Lf associada a catego-
ria de assinaturas Sf : e´ verificado que a u´nica obstruc¸a˜o para a existeˆncia de um ”tipo”de
limite/colimite em Lf e´ a na˜o existeˆncia deste ”tipo”de limite/colimite em Sf : isto ja´ per-
mite concluir que existem em geral (i.e., mesmo no caso infinita´rio) todas as fibrilac¸o˜es
irrestritas e fibrilac¸o˜es restritas quando os Sf -morfismos de fonte comum sa˜o regulares, i.e.
sa˜o imagens de Ss-morfismos. Define-se a categoria quocienteQf :“ Lf{%$, que identifica
morfismos flex´ıveis paralelos entre lo´gicas cujas imagens de cada fo´rmula da lo´gica fonte
sa˜o inter-demonstra´veis na lo´gica alvo, verifica-se que os Qf -isomorfismos coincidem com
as equipoleˆncias de [16] e que, portanto, na categoria quocienteQf diversas apresentac¸o˜es8
da lo´gica cla´ssica sa˜o, de fato, isomorfas. Considera-se uma subcategoria plena Lcf ãÑ Lf ,
constitu´ıda pelas lo´gicas ditas “congruenciais” e verifica-se que esta e´ uma subcategoria
reflexiva: logo a toda lo´gica esta´ canonicamente associada uma lo´gica congruencial opti-
mal. Finalmente, na correspondente categoria quociente Qcf :“ Lcf{%$: (i) resolve-se o
”problema da identidade”para lo´gica cla´ssica em termos de Qcf -isomorfismos; (ii) a toda
lo´gica esta associada optimalmente um objeto de Qcf ; (iii) Qcf possui boas propriedades
categoriais: e´ completa, cocompleta e finitamente acess´ıvel (i.e. toda lo´gica congruencial
e´ colimite filtrante, em Qcf , de lo´gicas ”finitamente presenta´veis”); (iv) existem uma es-
colha natural de noc¸a˜o de lo´gica “Lindenbaum” algebriza´vel, e uma escolha de morfismo
8 Que na˜o possuem s´ımbolos de constante lo´gicas como J e K.
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entre essas, de modo a determinar uma categoria LindpAf q tal que LindpAf q “ Af XLcf
e assim obtendo uma boa subcategoria QpLindpAf qq Ď Qcf .
Em [5], leva-se a campo a teoria abstrata da homotopia aplicada ao contexto das
categorias de lo´gicas. Desta forma tem-se uma “categoria relativa” formada pelo par
pLf ,Wq, onde W e´ a classe dos morfismos flex´ıveis que sa˜o “equivaleˆncias fracas”, i.e. as
traduc¸o˜es conservativas que sa˜o “morfismos densos”. Nesta teoria relativa de categorias
esta˜o dispon´ıveis as noc¸o˜es de limites e colimites homoto´picos, que grosso modo consti-
tuem as melhores aproximac¸o˜es de uma construc¸a˜o de limite/colimite que preservam as
equivaleˆncias fracas. E´ estabelecido que pLf ,Wq possui todos os limites e colimites ho-
moto´picos. Verifica-se que as equivaleˆncias fracas coincidem com as equipoleˆncias e que,
portanto, a correspondente categoria homoto´pica (de frac¸o˜es), Lf rW´1s, e´ equivalente a
categoria quociente Qf “ Lf{%$, situac¸a˜o ana´loga a que ocorre no contexto da categorias
dos espac¸os topolo´gicos e equivaleˆncias de homotopia. Desta forma, esta abordagem na˜o
permite apenas uma abundaˆncia de construc¸o˜es (homoto´picas) e um bom tratamento da
questa˜o da identidade de lo´gicas, mas ela tambe´m permite que muitas intuic¸o˜es da teoria
da homotopia, desenvolvidas no contexto dos espac¸os topolo´gicos, sejam transpostas ao
contexto das categorias de lo´gicas.
Finalizamos esta sec¸a˜o observando que mesmo as noc¸o˜es ditas flex´ıveis de morfismos
de traduc¸o˜es de lo´gicas na˜o englobam a traduc¸a˜o de Glivenko entre a Lo´gica Cla´ssica e a
Lo´gica Intuicionista. Este ponto sugere que tambe´m seria natural considerar ampliac¸o˜es
do cena´rio utilizado nesta sec¸a˜o, tanto na questa˜o da representac¸a˜o de flechas ditas de
traduc¸a˜o quanto na representac¸a˜o dos sistemas lo´gicos como objetos. Desenvolveremos
isto na sequeˆncia.
4. Lo´gicas abstratas e representac¸o˜es
Nesta sec¸a˜o esboc¸aremos, com menor n´ıvel de detalhes que na sec¸a˜o anterior, al-
guns desenvolvimentos da apresentac¸a˜o de lo´gicas e suas conexo˜es que sa˜o mais abstratos
e/ou dados por meios menos diretos de representac¸a˜o.
Iniciamos observando que, ao inve´s de se considerar apenas os sistemas lo´gicos “concre-
tos” como na sec¸a˜o anterior, i.e., aqueles dados por um par pΣ,$q onde $ esta´ associado
a um certo operador de fecho definido na Σ-a´lgebra de fo´rmulas FΣpXq, pode ser con-
siderada uma ampliac¸a˜o natural desta ide´ia, considerando agora uma lo´gica como dada
por um par pS,$q onde S e´ um conjunto “de sentenc¸as abstratas” e $: P pSq Ñ S e´
um operador de consequeˆncia abstrato: este e´ o ponto de vista desenvolvido em [24],
que se concentra no estudo das traduc¸o˜es conservativas abstratas. Alternativamente esta
informac¸a˜o pode ser codificada por um par (S, T q dado por conjunto (de “sentenc¸as”)
munido de um operador de fecho definido em seu conjunto de partes T : P pSq Ñ P pSq:
este e´ o ponto de partida de [41], que apresenta uma variac¸a˜o interessante que incorpora
a propriedade de estruturalidade de uma relac¸a˜o de consequeˆncia abstrata, trazendo a
campo a noc¸a˜o matema´tica de mo´dulo sobre um quantale para produzir novas noc¸o˜es de
identidade de lo´gicas.
Por um breve momento, vamos utilizar uma situac¸a˜o espec´ıfica: a da Lo´gica Cla´ssica
de Predicados de primeira ordem - como motivac¸a˜o para algumas abstrac¸o˜es. Aqui cabe
reconhermos que a teoria de modelos desta lo´gica “funciona bem” devido, em grande parte,
a dois aspectos: (i) por um lado, em func¸a˜o de (meta)teoremas estruturais espec´ıficos
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como o Teorema da Compacidade e o Teorema de Lo¨wenheim-Skolem; (ii) por outro
lado, devido a motivos gerais como as construc¸o˜es envolvendo restric¸o˜es e expanso˜es de
linguagem com adic¸o˜es de novos s´ımbolos para constantes e s´ımbolos funcionais. Ambos
aspectos admitem generalizac¸o˜es interessantes - a Teoria das Lo´gicas Abstratas e a Teoria
das Instituic¸o˜es- constituindo instaˆncias de um novo campo de estudos denominado Teoria
Abstrata de Modelos, que vamos apresentar brevemente na sequeˆncia.
Uma lo´gica abstrata e´ uma famı´lia de pares ordenados L “ pSτ , |ùτ qτ indexada pelas
linguagens ou vocabula´rios τ , onde Sτ e´ um conjunto (“de τ -sentenc¸as abstratas”) e |ùτ e´
uma relac¸a˜o (“de consequeˆncia semaˆntica”) entre τ -estruturas e τ -sentenc¸as, satisfazendo
algumas condic¸o˜es de compatibilidade. O primeiro Teorema de Lindstro¨m caracteriza a
Lo´gica de primeira ordem cla´ssica como a lo´gica abstrata regular - representando, em
particular, os conectivos booleanos - que e´ maximal entre as que satisfazem a propriedade
de compacidade e de Lo¨wenheim-Skolem para baixo: para uma prova deste resultado veja
por exemplo o Cap´ıtulo XIII de [21]; para variantes deste resultado veja por exemplo
[23].
A noc¸a˜o de Instituic¸a˜o foi introduzida por J. Goguen e R. Burstall no final da de´cada
de 1970 a fim de providenciar uma unificac¸a˜o formal do conceito de sistema lo´gico, moti-
vados pela explosa˜o populacional de lo´gicas e de suas formas de apresentac¸a˜o. Assim este
conceito formaliza a noc¸a˜o de sistema lo´gico como um objeto matema´tico, i.e., fornece
uma teoria de modelo abstrata e categorial que formaliza a noc¸a˜o intuitiva de sistema
lo´gico, incluindo sintaxe, semaˆntica e relac¸a˜o de satisfac¸a˜o entre eles ([20]). A principal
caracter´ıstica (modelo-teo´rica) e´ que uma instituic¸a˜o conte´m uma relac¸a˜o de satisfac¸a˜o en-
tre modelos e sentenc¸as (ambos abstratos) que sa˜o coerentes sob a mudanc¸a de linguagens
ou vocabula´rios (abstratos) por meio de morfismos. Lo´gicas de predicados de primeira
ordem (finita´rias ou infinita´rias), com a semaˆntica de Tarski, fornecem exemplos naturais
de instituic¸o˜es. Uma variac¸a˜o do formalismo das instituic¸o˜es, a noc¸a˜o de Π -Institutic¸a˜o,
foi definida por J. Fiadeiro e A. Sernadas em [26], fornecendo uma abordagem (prova-
teo´rica) alternativa a noc¸a˜o de instituic¸a˜o ao substituir uniformemente a noc¸a˜o de modelo
e satisfac¸a˜o por um operador de consequeˆncia primitivo a` la´ Tarski. Em [37] e´ verifi-
cado que as categorias naturais formadas por lo´gicas proposicionais, Ls e Lf , fornecem
exemplos naturais de Π-institutic¸o˜es. Neste mesmo trabalho, mostra-se que, com noc¸o˜es
naturais de flechas entre instituic¸o˜es e entre Π-instituic¸o˜es, obtem-se categorias (grandes),
INST e Π´ INST , e tambe´m um par de funtores adjuntos entre estas categorias. Ja´ em
[35], e´ fornecida uma instituic¸a˜o para cada categoria de lo´gicas proposicionais, Ls e Lf ,
atrave´s do uso da noc¸a˜o de matriz para uma lo´gica proposicional. Neste mesmo trabalho,
por uma conveniente modificac¸a˜o da construc¸a˜o anterior, determina-se uma instituic¸a˜o
para cada classe de equipoleˆncia de lo´gicas algebriza´veis: isso permite aplicar noc¸o˜es e
resultados da Teoria da Instituic¸o˜es em Lo´gica Proposicional para derivar, a partir da
introduc¸a˜o da noc¸a˜o de “contexto de Glivenko”, uma forma forte e geral do Teorema
de Glivenko, que relaciona um par bem comportado de lo´gicas proposicionais (como o
formado pela lo´gica cla´ssica e a lo´gica intuicionista) obtendo assim um par de traduc¸o˜es
conservativas entre as lo´gicas em questa˜o a partir de um morfismo institucional entre as
instituic¸o˜es lo´gicas correspondentes.
Este u´ltimo resultado indica a utilidade potencial de na˜o apenas considerar verso˜es
abstratas de lo´gicas (sejam proposicionais ou na˜o) mas tambe´m considerar formas menos
diretas de representar lo´gicas. Nesta linha aparecem os trabalhos [36], [4] e [34], que
descreveremos brevemente na sequeˆncia.
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Em [36] sa˜o estabelecidos co´digos funtoriais perfeitos tanto para morfismos flex´ıveis
de assinaturas quanto para morfismos flex´ıveis entre lo´gicas algebriza´veis. Em mais deta-
lhe: (i) e´ estabelecido um anti-isomorfismo entre a classe de morfismos de assinaturas e
alguns funtores entre as respectivas categorias de estruturas; (ii) prova-se que este anti-
isomorfismo se restringe a um anti-isomorfismo entre morfismos de lo´gicas algebriza´veis e
alguns funtores entre suas categorias de estruturas que se restringem a`s suas quasivarie-
dades canoˆnicas que sa˜o suas respectivas semaˆnticas alge´bricas equivalentes.
A lacuna conceitual do trabalho [36]- a saber a auseˆncia de um co´digo funtorial perfeito
para lo´gicas proposicionais gerais - e´ preenchida pelo trabalho [4]. Isto e´ realizado atrave´s
da noc¸a˜o de par filtro, um conceito introduzido em [39], como uma ferramenta para criar
e analisar lo´gicas. Em mais detalhes: um par filtro para uma assinatura Σ e´ um par
pG, jq dado por funtor contravariante G da categoria das Σ-estruturas na categoria dos
reticulados alge´bricos e por uma transformac¸a˜o natural j : GÑ P , onde P : Σ´Str Ñ AL
e´ o funtor contravariante dado pelo conjunto poteˆncia do conjunto subjacente a uma
estrutura, e tal que as componentes de j sa˜o func¸o˜es que preservam ı´nfimos arbitra´rios
e supremos dirigidos. E´ mostrado que toda lo´gica tarskiana surge de um par filtro e
que as traduc¸o˜es flex´ıveis de lo´gicas surgem de morfismos de pares filtros, estabelecendo
uma conexa˜o categorial precisa: a categoria Lf e´ isomorfa a uma subcategoria plena e
coreflexiva da categoria formada por pares filtros e morfismos adequados de “mudanc¸a de
assinatura base”.
Os trabalhos mencionados nos dois para´grafos anteriores apresentam um trac¸o co-
mum: produzir co´digos (funtoriais) perfeitos de lo´gicas. Em Matema´tica, existem va´rias
instaˆncias u´teis de codificac¸o˜es mais relaxadas, como por exemplo quando se representam
grupos por grupos de matrizes ou quando se identificam ane´is com unidade R,R1 que
sa˜o Morita-equivalentes, i.e., quando as respectivas categorias de representac¸o˜es lineares
(categorias de mo´dulos) sa˜o equivalentes: R´Mod » R1´Mod. Esta u´ltima relac¸a˜o esta´
longe de constituir uma representac¸a˜o fiel da identidade estrutural de ane´is9 e da´ı segue
sua utilidade. Em [34] sa˜o dados os primeiros passos para se constituir uma teoria de
representac¸o˜es de lo´gicas: (i) seleciona-se uma classe de objetos padro˜es “bem compor-
tados”, a classe das lo´gicas (Lindenbaum) algebriza´veis, que teˆm uma boa representac¸a˜o
categorial (dada pelas quasivariedades canonicamente associada a essas); (ii) por meio
desta classe de objetos especiais define-se o conceito de lo´gicas Morita equivalentes (a`
esquerda) e uma variante mais fraca denominada lo´gicas estavelmente Morita equivalen-
tes (a` esquerda); (iii) mostra-se que uma lo´gica e sua lo´gica congruencial canonicamente
associada sa˜o Morita equivalentes (apesar de, em geral, na˜o serem equipolentes); (iv)
mostra-se que as diversas apresentac¸o˜es da lo´gica cla´ssica sa˜o Morita equivalentes; (v)
verifica-se que a lo´gica cla´ssica e a lo´gica intuicionista na˜o sa˜o estavelmente Morita equi-
valentes.
Finalizamos estas notas com algumas palavras sobre identidades de ordem alta en-
tre lo´gicas. Anteriormente nos focamos nas apresentac¸o˜es (e representac¸o˜es) de sistemas
lo´gicos sob um ponto de vista prova-teo´rico, e tambe´m o mais ba´sico entre esses: baseadas
essencialmente na apresentac¸a˜o (ou codificac¸a˜o) de apenas uma relac¸a˜o de demonstrabili-
dade, eventualmente abstrata. Na realidade esse esta´ longe de ser o esp´ırito principal da
suba´rea da Lo´gica denominada “Teoria da Prova”, que como o pro´prio nome coloca, foca
9 I.e., existem ane´is Morita equivalentes que na˜o sa˜o isomorfos. Por exemplo, os ane´is R e MatnˆnpRq
sa˜o sempre Morita equivalentes, para qualquer n ě 1, mas mesmo que R seja comutativo, o anel
MatnˆnpRq nunca e´ comutativo se n ě 2, logo estes na˜o podem ser ane´is isomorfos.
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seu estudo nas provas em si e na˜o na relac¸a˜o de demonstrabilidade (i.e. se existe uma prova
de uma fo´rmula (eventualmente abstrata) a partir de algum conjunto de fo´rmulas). As-
sim, por esse ponto de vista, seria muito natural considerar identidades entre provas como
parte constituinte de alguma conceituac¸a˜o de identificac¸a˜o de lo´gicas: por exemplo, colo-
cando que duas provas sa˜o indistingu´ıveis quando se reduzem a` mesma forma normal. A
situac¸a˜o seria, grosso modo, assim descrita: a cada lo´gica atribu´ımos uma multi-categoria
([30]) cujos objetos sa˜o as fo´rmulas e cujas multi-flechas, que tem fonte um conjunto de
fo´rmulas e alvo uma fo´rmula u´nica, sa˜o as provas desta fo´rmula com hipo´teses no conjunto;
a composic¸a˜o de multi-flechas seria dada pela concatenac¸a˜o de provas (como esperado);
as multi-identidades seriam dadas pela propriedade de reflexividade10. Assim os siste-
mas lo´gicos anteriormente considerados seriam simplesmente “multi-posets”, uma versa˜o
“magra” da multi-categoria acima descrita: i.e. haveria uma u´nica multi-flecha de um
conjunto de fo´rmulas em uma fo´rmula sempre que existisse alguma prova da fo´rmula com
hipo´teses neste conjunto. Assim, sob o ponto de vista anteriormente discutido, lo´gicas
seriam indistingu´ıveis quando os multi-posets associados fossem equivalentes. Por outro
lado, na multi-categoria cheia, cujas multi-flechas sa˜o as provas, haveria muito mais es-
trutura a ser considerada, tendo assim noc¸o˜es muito mais finas de indistinguibilidade de
lo´gicas: lo´gicas seriam indistingu´ıveis se, ale´m de haver um processo de identificac¸a˜o dos
objetos dados por (classes de equivaleˆncia) de fo´rmulas, este processo tambe´m respeitasse
(e identificasse) a estrutura local de provas entre as fo´rmulas associadas.
Tendo em vista as colocac¸o˜es acima e trazendo tambe´m a campo a esseˆncia da cor-
respondeˆncia de Curry-Howard, que conecta lo´gicas com teorias de tipos - identificando
fo´rmulas com tipos e assim tambe´m identificando provas de fo´rmulas com termos de um
dado tipo - fica natural entendermos as iniciativas que surgiram a partir de meados da
de´cada de 1990 de conectar teoria de tipos e teoria da homotopia abstrata ([29]). Assim a
questa˜o de identidades entre provas ficaria codificada atrave´s da famı´lia, indexada nos ti-
pos, formada pelos tipos de identidade associado a cada tipo, que codifica a estrutura das
noc¸o˜es de indistinguibilidade entre termos de um dado tipo. Assim as pro´prias identidades
entre termos (provas) de um dado tipo (fo´rmula) seriam dados por “homotopias formais”
entre esses termos. Por outro lado, estas homotopias formais poderiam ser realizados
concretamente por caminhos computacionais (revers´ıveis) entre provas (= multi-flechas)
dados por sequeˆncias finitas de substituic¸o˜es e reescrituras que transformariam uma prova
na outra prova. E tambe´m poder´ıamos imaginar identidades de ordem ainda mais alta,
por exemplo, observando a estrutura das homotopias formais entre homotopias formais,
e assim por diante.
No esp´ırito das observac¸o˜es colocadas nos para´grafos acima, finalizamos essas notas
simplesmente sugerimos ao leitor interessado a consulta das refereˆncias [29], [28], [2] e
[40].
10 Toda fo´rmula determina uma prova dela mesma.
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Categorias com morfismos verdade e prototopos: uma
semaˆntica para linguagens proposicionais1
Edelcio G. de Souza2
Abstract
O objetivo do presente trabalho e´ desenvolver algumas propriedades de
categorias que sa˜o mais gerais que categorias que sa˜o topos. Apresenta-
mos, assim, os conceitos de categorias com morfismos verdade (CTM) e
prototopos, mostrando como se podem definir os morfismos verdade nes-
sas categorias de modo a prover uma semaˆntica para linguagens propo-
sicionais usuais. Mostramos, tambe´m, que em categorias com morfismos
verdade vale um teorema ana´logo ao teorema fundamental da teoria de
topos.
1. Introduc¸a˜o
A fim de acompanhar o presente trabalho, assumimos que o leitor esteja familiarizado
com o conceitos ba´sicos de teoria de categorias, incluindo a noc¸a˜o de limite e colimite,
classificadores de subobjetos e exponenciac¸a˜o3. Esperamos, assim, que o leitor conhec¸a
as propriedades fundamentais de categorias que sa˜o topos4. O objetivo e´ introduzir um
tipo mais geral de categoria, que denominaremos prototopos, que constitua um ambiente
em que se possa construir semaˆntica para linguagens proposicionais5. Precisamos, enta˜o,
de um tipo de categoria em que os valores de verdade podem ser definidos junto com os
morfismos verdade que correspondem a`s func¸o˜es de verdade usuais como negac¸a˜o, con-
junc¸a˜o, implicac¸a˜o e disjunc¸a˜o. Vamos mostrar que para estas construc¸o˜es na˜o precisamos
que a categoria seja cartesiana fechada, em particular que tenha exponenciac¸a˜o, mas ape-
nas que ela satisfac¸a uma propriedade dessas categorias, a saber, o que denominamos de
0-Axioma: se um morfismo possui como codomı´nio um objeto inicial, enta˜o ele e´ um
isomorfismo.
Segue-se do 0-Axioma, que se o domı´nio de um morfismo e´ um objeto inicial, enta˜o
ele deve ser um monomorfismo. Isso implica que o morfismo
0 Ñ 1
deve ser um monomorfismo. Assim, assumindo que a categoria possui classificador de
subobjetos J : 1 Ñ Ω, o morfismo acima possui um cara´ter dado por K : 1 Ñ Ω, que e´
identificado como o valor de verdade falso.
Se a categoria e´ na˜o degenerada, temos assim dois valores de verdade diferentes, J,K :
1 Ñ Ω, que correspondem ao verdadeiro e ao falso.
1 Esse trabalho foi desenvolvido durante um esta´gio de pesquisa na Universidade de Miami. Agradec¸o
ao Prof. Dr. Ota´vio Bueno por sua hospitalidade e a` Fundac¸a˜o de Amparo a` Pesquisa do Estado de Sa˜o
Paulo pela concessa˜o da bolsa de pesquisa no exterior, processo nu´mero FAPESP 2018/10326-4.
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MacLarty [11].
5 Uma versa˜o preliminar e resumida do presente trabalho pode ser vista em de Souza [4].
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Categorias com morfismos verdade
Com o falso, e´ fa´cil construir a func¸a˜o de verdade que corresponde a` negac¸a˜o. Como
K : 1 Ñ Ω e´ um monomorfismo, seu cara´ter e´ dado por χK “ f : Ω Ñ Ω que e´ o morfismo
verdade que corresponde a` negac¸a˜o. Para ver isso, e´ suficiente mostrar que f ˝ J “ K
e f ˝ K “ J e temos o comportamento usual da func¸a˜o de verdade que corresponde a`
negac¸a˜o com respeito aos valores de verdade verdadeiro e falso.
Vamos mostrar que podemos fazer as mesmas construc¸o˜es para os morfismos que
correspondem a`s outras func¸o˜es usuais de verdade, e apresentar como se comportam com
respeito aos valores de verdade. Para isto definiremos, por meio de axiomas, dois tipos
de categorias em que todas essas construc¸o˜es podem ser realizadas.
2. Categorias com morfismos verdade
Dizemos que uma categoria E e´ uma categoria com morfismos verdade (CTM) se e
somente se ela satisfaz os seguintes axiomas:
(CTM1) E e´ finitamente completa;
(CTM2) E e´ finitamente cocompleta;
(CTM3) E possui classificador de subobjetos;
(CTM4) E satisfaz a seguinte propriedade: (0-Axioma) Se existe um E-morfismo f :
aÑ 0 (0 e´ inicial em E), f e´ um isomorfismo. E, enta˜o, temos que a e 0 sa˜o isomorfos, e
a e´ tambe´m inicial em E.
Uma categoria E e´ dita finitamente bicompleta (completa e cocompleta) quando todo
diagrama finito em E possui limite e colimite. Nesse caso, E possui objetos terminais e
iniciais e, em E, pode-se fazer uma se´rie de construc¸o˜es u´teis: produtos e coprodutos de
objetos e morfismos, equalizadores e coequalizadores, pullbacks e pushouts, etc.
Considere um objeto d em uma categoria E. Um subobjeto de d e´ uma certa classe de
equivaleˆncia de monomorfismos com codomı´nio d. Sejam os E-monomorfismos f : a d
e g : b d. Dizemos que f e´ equivalente a g, em s´ımbolos f ” g se existe um isomorfismo
h : aÑ b tal que o diagrama
b
a
d
.......................................................
..
f
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
......
..
g
...................................................
....
h
comuta, isto e´, f “ g ˝ h.
E´ fa´cil ver que ” e´ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia e, se Monpdq e´ a classe dos mo-
nomorfismos com domı´nio d, enta˜o um subobjeto de d e´ qualquer elemento do conjunto
quociente:
Monpdq{” :“ trf s” : f PMonpdqu.
Se E e´ uma categoria com objeto terminal 1, enta˜o um classificador de subobjetos para
E e´ um E-objeto Ω junto com um E-morfismo
J : 1 Ñ Ω
tal que satisfaz a seguinte propriedade universal:
(Ω-Axioma): Para cada monomorfismo f : a  b existe um u´nico E-morfismo χf :
dÑ Ω, denominado o morfismo caracter´ıstico ou o cara´ter de f , tal que o diagrama
1 Ω
a d
..........................
....
χf
.............................
.
f
.............................
.
J
..........................
....
!
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e´ um quadrado pullback.
Uma categoria E e´ dita um topos se e somente se E e´ finitamente bicompleta, possui
classificador de subobjetos e exponenciac¸a˜o.
Diz-se que uma categoria E possui exponenciac¸a˜o se, para cada E-objeto a, temos um
funtor exponencial p´qa : EÑ E que e´ adjunto a` direita do funtor p´q ˆ a.
Em termos elementares, isso significa que E tem produto para cada par de E-objetos
e, para quaisquer E-objetos dados a e b, existe um E-objeto, dito a exponencial de b por a,
denotado por ba, e um E-morfismo evab : b
a ˆ aÑ b, denominado morfismo avaliac¸a˜o, tal
que vale a seguinte propriedade universal: Para todo E-objeto c e E-morfismo g : cˆaÑ b,
existe um u´nico E-morfismo gˆ : cÑ ba tal que o seguinte diagrama comuta:
cˆ a
ba ˆ a
b
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
........
gˆ ˆ 1a
.......
.......
.......
.......
.......
.......
........
...
g
.................................................
.
evab
isto e´, evab ˝ pgˆ ˆ 1aq “ g. Segue-se, imediatamente, que existe uma correspondeˆncia
biun´ıvoca entre as classes Epc ˆ a, bq e Epc, baq. (Se E e´ uma categoria e a e b sa˜o dois
E-objetos, enta˜o Epa, bq denota a classe de todos os E-morfismos de a em b.) Quando uma
categoria E e´ finitamente completa e possui exponenciac¸a˜o, enta˜o E e´ denominada uma
categoria cartesiana fechada.
Dado que as categorias cartesianas fechadas possuem como consequeˆncia o 0-Axioma,
segue-se que todo topos e´ uma categoria com morfismos verdade mas, no entanto, a con-
versa e´ falsa. Um exemplo de uma CTM que na˜o e´ um topos e´ a categoria SETďℵ0 , dos
conjuntos no ma´ximo enumera´veis e func¸o˜es entre esses conjuntos, que satisfaz o 0-Axioma
mas na˜o possui exponenciac¸a˜o.
3. Construc¸o˜es ba´sicas em CTM’s
Vamos comec¸ar a examinar que construc¸o˜es e propriedades que sa˜o va´lidas em topos
e que permanecem va´lidas nas categorias com morfismos verdade.
Seja E, enta˜o, uma CTM.
Proposic¸a˜o 1. Todo E-morfismo do tipo 0
fÑ a e´ um monomorfismo.
Prova. De fato, suponha que existam morfismos g, h : x Ñ 0 tais que f ˝ g “ f ˝ h.
Pelo 0-Axioma, g e h sa˜o isomorfismos e, assim, x e´ inicial em E. Portanto, g “ h e f e´
monomorfismo. l
Proposic¸a˜o 2. Todo monomorfismo em E e´ um equalizador.
Prova. Seja f : a  b um monomorfismo em E. Pelo Ω-Axioma, temos o seguinte
pullback:
1 Ω
a b
..........................
....
χf
.............................
.
f
.............................
.
J
..........................
....
|a
..............................
.....
|b
Queremos mostrar que f e´ um equalizador de χf e Jb :“ J ˝ |b. Verifiquemos primeira-
mente que χf ˝ f “ Jb ˝ f . Como 1 e´ terminal em E, temos que |a “ |b ˝ f e , assim,
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χf ˝ f “ J ˝ |a “ J ˝ |b ˝ f “ Jb ˝ f .
a b Ω
1
c
......................................................
.
χf
......................................................
.
f
..................... .
..
J
...
...
...
...
....
...|b
..
..
..
..
..
......... k
...
...
...
...
......
...g
Seja, enta˜o, g : cÑ b tal que χf ˝ g “ Jb ˝ g. (Ver diagrama acima.)
c
1 Ω
a b
...................................................
....
χf
......................................................
.
f
......................................................
.
J
...................................................
....
|a
......................................................
.....
|b
...............................................................................................................................................
. ..
|c
...........................................................................................................................................
..
g
.....................................
..
k
Como 1 e´ terminal, |c “ |b ˝ g. Assim, χf ˝ g “ Jb ˝ g “ J ˝ |b ˝ g “ J ˝ |c e, portanto,
o per´ımetro do diagrama acima comuta. Como se trata de um pullback, existe um u´nico
morfismo k : cÑ a tal que f ˝ k “ g. Assim, f e´ um equalizador de χf e Jb. l
A proposic¸a˜o 2 possui dois corola´rios imediatos.
Corola´rio 3. Em E, um morfismo e´ isomorfismo se e somente se ele e´ monomor-
fismo e epimorfismo.
Prova. De fato, vale em toda categoria que todo isomorfismo e´ monomorfismo e epi-
morfismo. Por outro lado, em E, um morfismo que e´ epimorfismo e monomorfismo, pela
proposic¸a˜o 2, e´ um epimorfismo equalizador. Mas, em uma categoria qualquer, um epi-
morfismo equalizador e´ sempre um isomorfismo. l
Corola´rio 4. Em E, um classificador de subobjetos J : 1 Ñ Ω e´ um equalizador de
1Ω e JΩ.
Prova. Considere o seguinte diagrama:
1 Ω
1 Ω
.........................................
.
J
.........................................
.J
.......................................
...
|1
.......................................
...
χJ
..........................................
.....
|Ω
e o resultado e´ consequeˆncia imediata da proposic¸a˜o 2, lembrando que χJ “ 1Ω. l
Vamos, agora, considerar a importante construc¸a˜o de imagens de morfismos com a
correspondente demonstrac¸a˜o que em CTM’s todo morfismo possui uma decomposic¸a˜o
epi-mono. E´ importante perceber que em nenhuma destas construc¸o˜es e´ necessa´rio que a
categoria possua exponenciac¸a˜o.
Considere a categoria com morfismos verdade E e seja f : a Ñ b um E-morfismo
qualquer. Como E e´ finitamente cocompleta, forme o pushout:
b r
a b
.............................
.
p
..........................
....
f
.............................
.
f
..........................
....
q
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e seja imf : fpaq b o equalizador6 de p e q. O morfismo imf e´ denominado o morfismo
imagem de f . Como, pelo diagrama do pushout, q ˝ f “ p ˝ f e imf e´ um equalizador,
existe um u´nico f˚ tal que f “ imf ˝ f˚. (Ver diagrama abaixo.)
fpaq b r
a
.........................................................................
.
imf
...............................................................................
.
...............................................................................
.
p, q
...
...
...
...
...
...
...
...
.....
...
f.....
..
..
..
..
..
.. ....
f˚
Vamos mostrar que f˚ e´ um epimorfismo e como equalizadores sa˜o monomorfismos, f pos-
sui uma fatorizac¸a˜o epi-mono. Para isto, vamos considerar primeiramente um resultado
preliminar.
Lema 5. No pushout acima de f por f , se p “ q, enta˜o f e´ epimorfismo.
Prova. Considere os morfismos g, h : bÑ x tais que g ˝ f “ h ˝ f .
b r
a b
x
.........................................
.
p
.......................................
...
f
.........................................
.
f
.......................................
...
q
...............................................................................................................
..
g
...................................................................................................................
. ..
h
...............................
.
k
Como o quadrado e´ um pushout, existe um u´nico k tal que k ˝ p “ g e k ˝ q “ h. Como
p “ q, temos: g “ k ˝ p “ k ˝ q “ h e, assim, f e´ epimorfismo. l
Proposic¸a˜o 6. Seja f : aÑ b um E-morfismo. Assim, imf e´ o menor subobjeto de
b para o qual f se fatora. Isto e´, se ha´ uma outra fatorac¸a˜o de f dada por
f “ v ˝ u : aÑ c b
para algum u e v monomorfismo, enta˜o existe um u´nico k : fpaq Ñ c que faz o diagrama
a seguir comutar
a b
c
fpaq
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
...
...f˚
.......................................................
..u
......................................................
.
imf
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
......
..
v
.................................
....
k
e, assim, imf esta´ inclu´ıda em v.
Prova. Como v e´ um monomorfismo, pela proposic¸a˜o 2, v e´ um equalizador de um par
de morfismos s, t : bÑ d. Considere o diagrama do pushout de f por f :
b r
a b
d
.........................................
.
p
.......................................
...
f
.........................................
.
f
.......................................
...
q
...............................................................................................................
..
s
...................................................................................................................
. ..
t
...............................
.
h
6 Como limites e colimites de diagramas sa˜o sempre isomorfos, vamos usar o artigo definido fixando
um equalizador espec´ıfico qualquer. O mesmo abuso de linguagem sera´ feito para todos os outros limites
e colimites considerados no texto.
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Enta˜o, s ˝ f “ s ˝ v ˝ u “ t ˝ v ˝ u “ t ˝ f . Assim, existe um u´nico h tal que h ˝ p “ s e
h ˝ q “ t.
Portanto, temos que:
s ˝ imf “ h ˝ p ˝ imf “ h ˝ q ˝ imf “ t ˝ imf.
Como v equaliza s e t, temos:
c b r
fpaq
...............................................................................
.v ................................................................................................................................................................
s, t
...
...
...
...
...
...
...
.....
...
imf....
..
..
..
..
..
... ....
k
Logo, existe um u´nico k : fpaq Ñ c tal que v ˝ k “ imf . Resta mostrar que k ˝ f˚ “ u.
Mas, v ˝k ˝ f˚ “ imf ˝ f˚ “ f “ v ˝u. Assim, v ˝k ˝ f˚ “ v ˝u. Como v e´ monomorfismo
(cancela´vel a` esquerda), segue-se que k ˝ f˚ “ u, e temos o resultado. l
Temos treˆs corola´rios da proposic¸a˜o 6.
Corola´rio 7. f˚ : aÑ fpaq e´ um epimorfismo.
Prova. Aplicando o processo de construc¸a˜o de imagens no pro´prio f˚ temos:
a fpaq
f˚paq
.........................................................................
.
f˚
...............................
..f˚˚ .........
...
...
...
...
.....
...
imf˚
Fazendo f˚ “ g, temos o seguinte diagrama comutativo:
a b
fpaq
gpaq
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
....
...g˚
......................................................
.f˚
.......................................................
.
imf ˝ img
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
...
...
imf
...................................................
....
img
Enta˜o, imf ˝ img e´ monomorfismo (composic¸a˜o de monomorfismos). Como imf e´ can-
cela´vel a` esquerda, img e´ o u´nico morfismo que faz imf ˝ img estar inclu´ıdo em imf . Por
outro lado, aplicando a proposic¸a˜o 6, temos que imf esta´ inclu´ıdo em imf ˝ img. Assim,
imf – imf ˝ img e temos gpaq – fpaq.
Por definic¸a˜o, img e´ o equalizador de:
gpaq fpaq r......................................................................img ....................................................................................................................................................p, q
em que p e q sa˜o dados pelo pushout:
fpaq r
a fpaq
.............................................................
.
p
................................................................
...
g “ f˚
.............................................................
.
g “ f˚
................................................................
...
q
Como p ˝ img “ q ˝ img e img e´ epimorfismo (pois e´ iso), enta˜o p “ q. Segue-se, enta˜o,
do lema 5 acima, que f˚ e´ um epimorfismo. l
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Corola´rio 8. imf ˝ f˚ : a fpaq b e´ uma fatorac¸a˜o epi-mono de f que e´ u´nica
a menos de isomorfismos comutantes, isto e´, se v ˝ u : a  c  b e´ tal que f “ v ˝ u,
enta˜o existe exatamente um morfismo k : fpaq Ñ c tal que o seguinte diagrama comuta:
a b
c
fpaq
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
...
...f˚
.......................................................
..u
......................................................
.
imf
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
......
..
v
.................................
....
k
e k e´ um isomorfismo.
Prova. Segue-se da proposic¸a˜o 6 que k existe e e´ u´nico. E´ preciso apenas mostrar que
k e´ isomorfismo. Como v ˝ k “ imf e´ monomorfismo, segue-se que k e´ monomorfismo.
Dualmente, como k ˝ f˚ “ u e´ epimorfismo, k e´ epimorfismo tambe´m. Assim, k e´ epi e
mono e, pela proposic¸a˜o 3, k e´ um isomorfismo. l
Corola´rio 9. f : a Ñ b e´ epimorfismo se e somente se existe g : fpaq – b tal que
g ˝ f˚ “ f .
Prova. Considere a fatorac¸a˜o de f : aÑ b dada por:
imf ˝ f˚ : a fpaq b.
(ñ) Se f e´ epi, enta˜o imf e´ epi e como imf e´ mono, do corola´rio 3, temos que imf :
fpaq – b.
(ð) Se tivermos
g ˝ f˚ : a fpaq – b
com f “ f˚ ˝ g, enta˜o como g e´ epi (pois e´ iso) e f˚ e´ epi, segue-se que f e´ epimorfismo.
l
4. Valores de verdade em CTM’s
A fim de construir semaˆntica para linguagens proposicionais em categorias com mor-
fismos verdade, precisamos primeiramente considerar como sera˜o os valores de verdade
neste tipo de categoria.
Se a e´ um E-objeto e 1 e´ terminal em E, um morfismo do tipo 1 Ñ a e´ dito um elemento
de a. Assim, considerando o classificador de subobjetos, morfismos do tipo 1 Ñ Ω sa˜o os
elementos de Ω denominados valores de verdade. O morfismo J : 1 Ñ Ω e´ dito o valor de
verdade verdadeiro. Vejamos como obtemos o valor de verdade correspondente ao falso.
Pela proposic¸a˜o 1 acima, o morfismo 01 : 0  1 e´ um monomorfismo. Aplicando o
Ω-Axioma, obtemos o cara´ter de 01 dado pelo pullback:
1 Ω
0 1
..........................
....
χ01
.............................
.
01
.............................
.
J
..........................
....
01
Definimos, enta˜o, o elemento de Ω dado por K : 1 Ñ Ω, como K :“ χ01 . Denominamos o
morfismo K o valor de verdade falso.
Assim, temos o pullback dado por:
1 Ω
0 1
..........................
....
K
.............................
.
01
.............................
.
J
..........................
....
01
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Vejamos o que acontece se J “ K. Para isto, vamos considerar alguns fatos preliminares
acerca de pullbacks que valem em categorias em geral.
Fato 10. Se o quadrado dado pelo diagrama
b c
a b
.............................
.
f
..........................
....
q
.............................
.
p
..........................
....
f
e´ um pullback, enta˜o p e q sa˜o epimorfismos.
Prova. Considere o diagrama abaixo lembrando que identidades sa˜o isomorfismos (mono
e epi).
b c
a b
b
......................................................
.
f
...................................................
....
q
......................................................
.
p
...................................................
....
f
...............................................................................................................................................
. ..
1b
...........................................................................................................................................
..
1b
.....................................
..
h
Como a parte perife´rica do diagrama comuta, enta˜o existe um u´nico h : b Ñ a tal que
p ˝ h “ 1b e q ˝ h “ 1b. Como 1b e´ epi, p e q devem ser epimorfismos. l
Fato 11. Se o quadrado dado pelo diagrama
b c
a b
.............................
.
f
..........................
....
q
.............................
.
p
..........................
....
f
e´ um pullback, enta˜o f e´ monomorfismo se e somente se p “ q.
Prova. Suponha que f e´ monomorfismo. Como f ˝ p “ f ˝ q e f e´ cancela´vel a` esquerda,
segue-se que p “ q.
Suponha, agora, que p “ q e considere o diagrama
b c
a b
d
......................................................
.
f
...................................................
....
q
......................................................
.
p
...................................................
....
f
...............................................................................................................................................
. ..
g
...........................................................................................................................................
..
h
.....................................
..
k
com f ˝ h “ f ˝ g. Enta˜o, existe um u´nico k tal que h “ p ˝ k e g “ q ˝ k. Como p “ q,
segue-se que g “ h, isto e´, f e´ monomorfismo. l
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Fato 12. Se o quadrado dado pelo diagrama
c d
a b
.............................
.
f
.............................
.
f 1
..........................
....
g1
..........................
....
g
e´ um pullback e g e´ monomorfismo, enta˜o g1 tambe´m e´ monomorfismo.
Prova. Considere os morfismos u, v : e Ñ a tais que g1 ˝ u “ g1 ˝ v. Queremos mostrar
que u “ v. Fac¸a g2 “ g1 ˝ u e f2 “ f 1 ˝ u (ver diagrama).
c d
a b
e
...............................................................................
.
f
...............................................................................
.
f 1
............................................................................
....
g1
............................................................................
....
g
................................................................................ .
..
................................................................................ .
..
u, v
.......................................................................................................................................................................................................
. ..
g2
...................................................................................................................................................................................................
..
f2
Temos, enta˜o, que
f ˝ g2 “ f ˝ g1 ˝ u pois g2 “ g1 ˝ u
“ g ˝ f 1 ˝ u pois g ˝ f 1 “ f ˝ g1
“ g ˝ f2 pois f2 “ f 1 ˝ u
Como o quadrado e´ um pullback, u e´ o u´nico morfismo tal que g2 “ g1 ˝ u e f2 “ f 1 ˝ u.
Como g1 ˝ u “ g1 ˝ v, temos tambe´m que g2 “ g1 ˝ v. Segue-se, enta˜o, que
g ˝ f 1 ˝ v “ f ˝ g1 ˝ v pois g ˝ f 1 “ f ˝ g1
“ f ˝ g1 ˝ u pois g1 ˝ u “ g1 ˝ v
“ f ˝ g2 pois g1 ˝ u “ g2
“ g ˝ f2 estabelecido acima
Como g e´ monomorfismo (cancela´vel a` esquerda), temos f2 “ f 1 ˝ v. Assim, v tambe´m
fatora ambos g2 e f2. Como u e´ u´nica, temos que u “ v. Logo, g1 e´ monomorfismo. l
Voltemos, agora, para o ambiente de uma categoria com morfismos verdade E. Os
fatos estabelecidos acima implicam o seguinte resultado.
Lema 13. Em E, se o quadrado dado pelo diagrama
b c
a b
.............................
.
f
..........................
....
g
.............................
.
g
..........................
....
f
e´ um pullback, enta˜o a – b, isto e´, a e b sa˜o objetos isomorfos.
Prova. Pelo fato 10, g e´ epimorfismo. Pelo fato 11, f e´ monomorfismo. Assim, pelo
fato 12, g tambe´m e´ monomorfismo. Como E e´ uma categoria com morfismos verdade,
segue-se do corola´rio 3 que g e´ isomorfismo. Logo, a – b. l
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Segue-se, enta˜o, uma propriedade que estabelece uma relac¸a˜o entre os valores de ver-
dade verdadeiro e falso.
Proposic¸a˜o 14. Em uma categoria com morfismos verdade na˜o degenerada, temos
que J ‰ K.
Prova. O morfismo falso e´ definido pelo pullback
1 Ω
0 1
..........................
....
K
.............................
.
01
.............................
.
J
..........................
....
01
Suponha que J “ K. Pelo lema 13, temos que 0 – 1, mas, nesse caso, a categoria e´
degenerada. l
Segue-se assim, que se J “ K, enta˜o E e´ uma categoria degenerada. (Todos os objetos
sa˜o isomorfos entre si.)
5. Morfismos verdade em CTM’s
Considere uma categoria com morfismos verdade E. O classificador de subobjetos Ω
e´ um E-objeto cujos elemento (morfismos do tipo 1 Ñ Ω) sa˜o denominados valores de
verdade. Se E e´ na˜o degenerada, temos pelo menos dois elementos em Ω, os morfismos
J,K : 1 Ñ Ω. Queremos, agora, definir certos morfismos em E que correpondera˜o a`s
func¸o˜es de verdade associadas aos conectivos de negac¸a˜o, conjunc¸a˜o, implicac¸a˜o e dis-
junc¸a˜o das linguagens proposicionais usuais.
Se a e´ um E-objeto e n e´ um inteiro positivo, vamos denotar por an o produto (cate-
gorial) de n co´pias de a, isto e´:
an :“ aˆ aˆ ...ˆ alooooooomooooooon
n vezes
.
Assim, um morfismo verdade em E e´ qualquer morfismo do tipo:
Ωn Ñ Ω,
para algum inteiro positivo n. Como de costume, o nu´mero n e´ dito a aridade do morfismo
verdade. Estamos interessados principalmente nos casos em que n e´ igual a 1 ou 2.
Suponhamos, por exemplo que temos um morfismo bina´rio (de aridade 2)
f : Ωˆ Ω Ñ Ω.
Considere, enta˜o, dois valores de verdade (elementos de Ω) quaisquer x, y : 1 Ñ Ω.
Tomando o produto xx, yy dado pelo diagrama
Ωˆ Ω ΩΩ
1
........................................................
pr1
.......................................................
.
pr2
..................................................................
.....
x
.................................................................... .
..
y
........................................
...
xx, yy
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e, compondo com o morfismo f obtemos (ver diagrama)
Ωˆ Ω ΩΩ
1
Ω
........................................................
pr1
.......................................................
.
pr2
..................................................................
.....
x
.................................................................... .
..
y
........................................
...
xx, yy
................................................................
...
f
um morfismo f ˝ xx, yy : 1 Ñ Ω, que e´ tambe´m um elemento de Ω (um valor de verdade).
Assim, dado um morfismo verdade f qualquer, sempre podemos avaliar o resultado
de compor f com morfismos produto dos valores de verdade J e K.
No que se segue, vamos mostrar como construir os morfismos verdade no ambiente
das CTM’s. O que justifica sua qualificac¸a˜o como categorias com morfismos verdade.
Ale´m disso, vamos estudar o comportamento desses morfismos com respeito aos valores
de verdade J e K. Esse estudo justificara´ denominar tais morfismos como morfismo
negac¸a˜o, conjunc¸a˜o, implicac¸a˜o e disjunc¸a˜o.
5.1. Morfismo negac¸a˜o. Como 1 e´ terminal em E, os valores de verdade sa˜o sempre
monomorfismos. Considere, enta˜o, o monomorfismo K : 1  Ω que e´ o falso. Aplicando
o Ω-Axioma a K, temos o seguinte pullback:
1 Ω
1 Ω
..........................
....
χK
.............................
.K
.............................
.
J
..........................
....
11
Definimos, enta˜o, o morfismo verdade f : Ω Ñ Ω como o cara´ter de K, isto e´, f :“ χK.
Tal morfismo verdade e´ dito o morfismo negac¸a˜o.
5.2. Morfismo conjunc¸a˜o. Considere o produto ΩˆΩ e construa o morfismo pro-
duto xJ,Jy dado pelo diagrama:
Ωˆ Ω ΩΩ
1
.....................................................................
pr1
....................................................................
.
pr2
..............................................................................
.....
J
................................................................................ .
..
J
................................................
....
xJ,Jy
Novamente, como 1 e´ terminal, xJ,Jy : 1  Ω ˆ Ω e´ um monomorfismo. Aplicando o
Ω-Axioma a xJ,Jy, temos o seguinte pullback:
1 Ω
1 Ωˆ Ω
...................................................
....
χxJ,Jy
...........................................
.
xJ,Jy
......................................................
.
J
...................................................
....
11
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Definimos, enta˜o, o morfismo verdade f^ : Ω ˆ Ω Ñ Ω como o cara´ter de xJ,Jy, isto e´,
f^ :“ χxJ,Jy. Tal morfismo verdade e´ dito o morfismo conjunc¸a˜o.
5.3. Morfismo implicac¸a˜o. Considere, agora, o par de morfismos verdade dados
por:
f^, pr1 : Ωˆ Ω Ñ Ω.
o morfismo conjunc¸a˜o e a primeira projec¸a˜o do produto. (Note que as projec¸o˜es, nesse
caso, tambe´m sa˜o morfismos verdade.)
Tome um equalizador desse par de morfismos.
pďq Ωˆ Ω Ω..................................................................e ..........................................................................................................................................f^, pr1
Como todo equalizador e´ monomorfismo, aplicando o Ω-Axioma a e : pďq ΩˆΩ, temos
o seguinte pullback:
1 Ω
pďq Ωˆ Ω
.......................................
...
χe
............................
.e
.........................................
.
J
.......................................
...
!
Definimos, enta˜o, o morfismo verdade fĄ : ΩˆΩ Ñ Ω como o cara´ter de e, um equalizador
de f^ e pr1, isto e´, f^ :“ χe. Tal morfismo verdade e´ dito o morfismo implicac¸a˜o.
5.4. Morfismo disjunc¸a˜o. Considere o morfismo verdade JΩ : Ω Ñ Ω definido
como JΩ :“ J ˝ |Ω : Ω Ñ 1 Ñ Ω. tome o morfismo produto xJΩ, 1Ωy : Ω Ñ Ω ˆ Ω dado
pelo diagrama
Ωˆ Ω ΩΩ
Ω
..............................................................................................
pr1
.............................................................................................
.
pr2
.....................................................................................................
.....
JΩ
........................................................................................................
..
1Ω
...............................................................
....
xJΩ, 1Ωy
Tome, tambe´m o produto invertido x1Ω,JΩy : Ω Ñ Ωˆ Ω. Forme, agora, o coproduto
rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys : Ω` Ω Ñ Ωˆ Ω
dado pelo diagrama:
Ω` Ω ΩΩ
Ωˆ Ω
...........................................
.
i1
............................................
i2
....................................................... .
..
xJΩ, 1Ωy
.....................................................
.....
x1Ω,JΩy
.................................
....
f
com f :“ rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys.
Aplicando o processo de construc¸a˜o de imagens de morfismos a f , obtemos um mor-
fismo
fpΩ` Ωq Ωˆ Ω,..............................................imf
(que e´ um equalizador do pushout de f por f).
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Como imf e´ monomorfismo, aplicando o Ω-Axioma a imf : fpΩ`Ωq ΩˆΩ, temos
o seguinte pullback:
1 Ω
fpΩ` Ωq Ωˆ Ω
................................................................
...
χimf
..................................
.
imf
..................................................................
.
J
................................................................
...
!
Definimos, enta˜o, o morfismo verdade f_ : Ω ˆ Ω Ñ Ω como o cara´ter da imagem do
morfismo coproduto rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys, isto e´, f_ :“ χf . Tal morfismo verdade e´ dito o
morfismo disjunc¸a˜o.
5.5. Resumindo. Vamos resumir as definic¸o˜es dos morfismos verdade constru´ıdos
ate´ o momento.
‚ f : Ω Ñ Ω e´ o cara´ter de K : 1 Ñ Ω;
‚ f^ : Ωˆ Ω Ñ Ω e´ o cara´ter do morfismo produto xJ,Jy : 1 Ñ Ωˆ Ω;
‚ fĄ : ΩˆΩ Ñ Ω e´ o cara´ter equalizador do par de morfismos f^, pr1 : ΩˆΩ Ñ Ω;
‚ f_ : ΩˆΩ Ñ Ω e´ o cara´ter da imagem do morfismo coproduto rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys :
Ω` Ω Ñ Ωˆ Ω.
E´ importante, nesse ponto, observar que todas estas construc¸o˜es apresentadas podem
ser executadas em uma categoria com morfismos verdade. (Tais categorias poderiam ser
denominadas categorias proposicionais.) Note que, em nenhum passo dessas construc¸o˜es,
foi necessa´rio que a categoria tivesse exponenciac¸a˜o. Na˜o e´ preciso operar em um am-
biente de topos se estamos interessados apenas em linguagens proposicionais. A u´nica
consequeˆncia da existeˆncia de exponenciac¸a˜o que precisamos e´ o que denominamos 0-
Axioma: todo morfismo cujo codomı´nio e´ um objeto inicial e´ um isomorfismo. Segue-se
desse axioma que morfismos do tipo aÑ 0 sa˜o monomorfismos, e isso foi necessa´rio para
definir o valor de verdade falso; e em seguida o morfismo negac¸a˜o. Todo o resto e´ obtido
por meio de limites, colimites, imagens e o Ω-Axioma, cujas construc¸o˜es esta˜o dispon´ıveis
em CTM’s.
Nosso pro´ximo passo e´ estudar o comportamento dos morfismos verdade com respeito
aos valores de verdade J e K, justificando, assim, a denominc¸a˜o dos mesmos. E´ esse
estudo que faremos agora.
6. Morfismos verdade e valores de verdade
Vamos, agora, investigar o comportamento dos morfismos verdade com respeito aos
valores de verdade verdadeiro e falso.
6.1. Tabela do morfismo negac¸a˜o. Observe que, da comutatividade do diagrama
pullback que define f ,
1 Ω
1 Ω
..........................
....
f 
.............................
.K
.............................
.
J
..........................
....
11
segue-se que f ˝ K “ J ˝ 11 “ J.
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Por outro lado, considere o diagrama:
1 Ω
1 Ω
0 1
..........................
....
f 
.............................
.K
.............................
.
J
..........................
....
11
..........................
....
01
.............................
.
01
..........................
....
J
O quadrado superior e´ o pullback (invertido) que define K. O quadrado inferior e´ o
pullback que define f . Logo, pelo lema do Pullback, o retaˆngulo externo e´ um pullback.
Assim, pelo Ω-Axioma, temos f ˝ J “ χ01 “ K.
Podemos, enta˜o, resumir o comportamento (composic¸a˜o) do morfismo negac¸a˜o f com
respeito aos valores de verdade J,K : 1 Ñ Ω na seguinte tabela:
x f ˝ x
J K
K J
que corresponde a` tabela usual da negac¸a˜o da lo´gica proposicional cla´ssica.
6.2. Tabela do morfismo conjunc¸a˜o. Novamente, pela comutatividade do dia-
grama
1 Ω
1 Ωˆ Ω
...................................................
....
f^
...........................................
.
xJ,Jy
......................................................
.
J
...................................................
....
11
segue-se que f^ ˝ xJ,Jy “ J ˝ 11 “ J.
Considere, agora, o seguinte diagrama:
1 Ω
1 Ωˆ Ω
0 1
...................................................
....
f^
...........................................
.
xJ,Jy
......................................................
.
J
...................................................
....
11
...................................................
....
01
......................................................
.
01
...................................................
....
x
em que x e´ xJ,Ky, xK,Jy ou xK,Ky.
O quadradro inferior do diagrama acima e´ o pullback que define f^. Vamos mostrar
que o quadrado superior e´ um pullback para qualquer das escolhas de x. Seguira´ da´ı,
pelo Lema do Pullback, que o retaˆngulo externo e´ um pullback. Enta˜o, pelo Ω-Axioma,
teremos que f^ ˝ x “ χ01“K.
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Considere, enta˜o, o diagrama superior
1 Ωˆ Ω
0 1
...........................................
.
xJ,Jy
...................................................
....
01
......................................................
.
01
...................................................
....
x
Como 0 e´ inicial, o quadrado e´ comutativo. Seja, enta˜o, g : aÑ 1 tal que xJ,Jy˝g “ x˝g.
1 Ωˆ Ω
0 1
a
...........................................
.
xJ,Jy
...................................................
....
01
......................................................
.
01
...................................................
....
x
...............................................................................................................................................
. ..
g
...........................................................................................................................................
..
g
Temos treˆs casos:
(1) Se x “ xJ,Ky, enta˜o xJ,Jy˝ g “ xJ,Ky˝ g e temos xJ˝ g,J˝ gy “ xJ˝ g,K˝ gy,
obtendo J ˝ g “ K ˝ g.
(2) Se x “ xK,Jy, enta˜o um racioc´ınio ana´logo resulta que J ˝ g “ K ˝ g.
(3) Se x “ xK,Ky, enta˜o tambe´m segue que J ˝ g “ K ˝ g.
Portanto, em qualquer caso temos que J ˝ g “ K ˝ g. Tome, agora, o pullback que
define o valor de verdade K.
1 Ω
0 1
a
......................................................
.J
...................................................
....
01
......................................................
.
01
...................................................
....
K
...............................................................................................................................................
. ..
g
...........................................................................................................................................
..
g
.....................................
..
h
Como o quadrado e´ um pullback e J ˝ g “ K ˝ g, segue-se que existe um u´nico h : aÑ 0.
(A comutatividade dos triaˆngulos e´ o´bvia, pois 1 e´ terminal em E.) Pelo 0-Axioma, tem-se
que h e´ iso e, assim, a e´ inicial em E. Transortando h para nosso diagrama inicial temos:
1 Ωˆ Ω
0 1
a
...........................................
.
xJ,Jy
...................................................
....
01
......................................................
.
01
...................................................
....
x
...............................................................................................................................................
. ..
g
...........................................................................................................................................
..
g
.....................................
..
h
Como 1 e´ terminal, 01 ˝ h “ g e, assim, o quadrado e´ um pullback. Segue-se, enta˜o, que
f^ ˝ xJ,Ky “ f^ ˝ xK,Jy “ f^ ˝ xK,Ky “ K.
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Podemos, enta˜o, resumir o comportamento (composic¸a˜o) do morfismo conjunc¸a˜o f^
com respeito aos valores de verdade J,K : 1 Ñ Ω na seguinte tabela:
x y f^ ˝ xx, yy
J J J
J K K
K J K
K K K
que corresponde a` tabela usual da conjunc¸a˜o da lo´gica proposicional cla´ssica.
6.3. Tabela do morfismo implicac¸a˜o. Considere o seguinte diagrama:
1 Ω
pďq Ωˆ Ω Ω
1
...................................................
....
fĄ
........................................
.e
......................................................
.
J
...................................................
....
!
...........................................
.
...........................................
.
f^, pr1
...................................................
....
x
..................................
.....
h
em que x e´ xJ,Jy, xK,Jy ou xK,Ky. Nesse caso, para qualquer escolha de x, usando a
tabela para o morfismo conjunc¸a˜o e as propriedades da projec¸a˜o pr1, temos que:
f^ ˝ x “ pr1 ˝ x.
Como e e´ um equalizador de f^ e pr1, existe um u´nico morfismo h : 1 Ñ pďq tal
que e ˝ h “ x. Mas, enta˜o, como o quadrado e´ o pullback que define fĄ, temos, por
comutatividade, que J˝ ! “ fĄ ˝ e. Assim,
fĄ ˝ x “ fĄ ˝ e ˝ h
“ J˝ ! ˝ h
“ J ˝ 11
“ J
Segue-se, enta˜o, que:
fĄ ˝ xJ,Jy “ fĄ ˝ xK,Jy “ fĄ ˝ xK,Ky “ J.
Resta calcular o valor de verdade de fĄ aplicado ao morfismo produto xJ,Ky. Para
isso, considere o diagrama:
1 Ω
pďq Ωˆ Ω Ω
10
...................................................
....
fĄ
........................................
.e
......................................................
.
J
...................................................
....
!
...........................................
.
...........................................
.
f^, pr1
...................................................
....
xJ,Ky
......................................................
.
01
...................................................
....
p
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O quadrado inferior e´ o pullback que define fĄ. Mostremos que o quadrado superior e´ um
pullback. Seguira´ da´ı que o retaˆngulo externo e´ um pullback e, pelo Ω-Axioma, teremos
que
fĄ ˝ xJ,Ky “ χo1 “ K,
obtendo o que desejamos.
Examinemos, enta˜o, o quadrado superior:
pďq Ωˆ Ω Ω
10
a
........................................
.e ........................................................................................
f^, pr1
...................................................
....
xJ,Ky
......................................................
.
01
...................................................
....
p
............................................................................................................................................
..
f
...........................................................................................................................................
..
g
Como 0 e´ inicial, o quadrado e´ comutativo. Considere os morfismos f : a Ñ pďq e
g : a Ñ 1. Suponha que e ˝ f “ xJ,Ky ˝ g. Como e equaliza f^ e pr1, temos que
f^ ˝ e “ pr1 ˝ e. Compondo com f temos:
f^ ˝ e ˝ f “ pr1 ˝ e ˝ f.
Mas, por um lado,
f^ ˝ e ˝ f “ f^ ˝ xJ,Ky ˝ g “ K ˝ g.
(A u´ltima igualdade segue da aplicac¸a˜o da tabela para o morfismo conjunc¸a˜o.)
Por outro lado,
pr1 ˝ e ˝ f “ pr1 ˝ xJ,Ky ˝ g “ J ˝ g
(Aplicando a propriedade da projec¸a˜o.)
Portanto, temos que J ˝ g “ K ˝ g. Agora, por um argumento ana´logo ao caso do
morfismo conjunc¸a˜o, temos que o quadrado acima e´ um pullback. Logo, segue-se que
fĄ ˝ xJ,Ky “ K, como quer´ıamos.
Podemos, enta˜o, resumir o comportamento (composic¸a˜o) do morfismo implicac¸a˜o fĄ
com respeito aos valores de verdade J,K : 1 Ñ Ω na seguinte tabela:
x y fĄ ˝ xx, yy
J J J
J K K
K J J
K K J
que corresponde a` tabela usual da implicac¸a˜o material da lo´gica proposicional cla´ssica.
6.4. Tabela do morfismo disjunc¸a˜o. Observemos, primeiramente que, do dia-
grama
1 Ω
Ω
1
.........................................
.
J
..........................................
.....
|Ω
.......................................
...
JΩ
.................................................................................................................
.....
11
.......................................
...
x
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temos: JΩ ˝ x “ J˝ |Ω ˝ x “ J˝ 11 “ J. (Assim, a composic¸a˜o de JΩ com qualquer valor
de verdade resulta em J.)
Segue-se, enta˜o, que JΩ ˝ J “ JΩ ˝ K “ J.
O processo de construc¸a˜o de imrxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys prove´m do pushout dado por:
Ωˆ Ω a
Ω` Ω Ωˆ Ω
...........................................
.
p
...................................................
....
q
...................................................
....
f
................................
.
f
em que f :“ rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys.
Enta˜o, temos que:
p ˝ rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys “ q ˝ rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys,
Isto e´,
rp ˝ xJΩ, 1Ωy, p ˝ x1Ω,JΩys “ rq ˝ xJΩ, 1Ωy, q ˝ x1Ω,JΩys.
Temos, enta˜o, duas equac¸o˜es:
p ˝ xJΩ, 1Ωy “ q ˝ xJΩ, 1Ωy pIq
p ˝ x1Ω,JΩy “ q ˝ x1Ω,JΩy pIIq
Compondo a equac¸a˜o pIq com J, e usando a propriedade do in´ıcio da sec¸a˜o, temos:
p ˝ xJΩ, 1Ωy ˝ J “ q ˝ xJΩ, 1Ωy ˝ J
p ˝ xJΩ ˝ J, 1Ω ˝ Jy “ q ˝ xJΩ ˝ J, 1Ω ˝ Jy
p ˝ xJ,Jy “ q ˝ xJ,Jy
Compondo a equac¸a˜o pIq com K temos:
p ˝ xJΩ, 1Ωy ˝ K “ q ˝ xJΩ, 1Ωy ˝ K
p ˝ xJΩ ˝ K, 1Ω ˝ Ky “ q ˝ xJΩ ˝ K, 1Ω ˝ Ky
p ˝ xJ,Ky “ q ˝ xJ,Ky
Compondo a equac¸a˜o pIIq com K temos:
p ˝ x1Ω,JΩy ˝ K “ q ˝ x1Ω,JΩy ˝ K
p ˝ x1Ω ˝ K,JΩ ˝ Ky “ q ˝ x1Ω ˝ K,JΩ ˝ Ky
p ˝ xK,Jy “ q ˝ xK,Jy
Assim, se x : 1 Ñ Ω ˆ Ω for xJ,Jy, xJ,Ky ou xK,Jy, segue-se que p ˝ x “ q ˝ x.
Considere, enta˜o, o seguinte diagrama em que f :“ rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys e x e´ como acima:
1 Ω
fpΩ` Ωq Ωˆ Ω
1
a
................................................................
...
f_
..................................
.
imf
..................................................................
.
J
................................................................
...
!
................................................................
...
x
.......................................
.....
h
.......................................................
.
.......................................................
.
p, q
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Como imf e´ equalizador de p e q e, ale´m disso, p ˝x “ q ˝x, segue-se que existe um u´nico
h : 1 Ñ fpΩ` Ωq tal que imf ˝ h “ x. Como o quadrado comuta, temos
f_ ˝ imf “ J ˝ !
Compondo com h, temos:
f_ ˝ imf ˝ hlooomooon
x
“ J ˝ ! ˝ hlomon
11
.
Portanto, f_ ˝ x “ J.
Assim, segue-se que f_ ˝ xJ,Jy “ f_ ˝ xK,Jy “ f_ ˝ xK,Ky “ J.
Ate´ o momento, o comportamento do morfismo f_ com respeito aos valores de verdade
podem ser resumidos de acordo com a seguinte tabela:
x y f_ ˝ xx, yy
J J J
J K J
K J J
K K ?
Resta mostrar que f_ ˝xK,Ky “ K. Mas, nesse ponto, parece que temos um problema.
Seguindo os me´todos de prova dos casos anteriores, parece que a estrate´gia a ser adotada
e´ a seguinte:
Consideremos o diagrama
1 Ω
fpΩ` Ωq Ωˆ Ω
0 1
................................................................
...
f_
..................................
.
imf
..................................................................
.
J
................................................................
...
!
................................................................
...
xK,Ky
..................................................................
.
01
................................................................
...
!r
Como o quadrado inferior e´ o pullback que define f_, se mostrarmos que o quadrado
superior e´ um pullback, enta˜o, pelo Lema do Pullback, o retaˆngulo exterior e´ um pullback
e, pelo Ω-Axioma, temos que f_ ˝ xK,Ky “ χ01 “ K, estabelecendo o caso que falta.
Assim, nossa u´nica tarefa e´ mostrar que o quadrado
fpΩ` Ωq Ωˆ Ω
0 1
..................................
.
imf
................................................................
...
xK,Ky
..................................................................
.
01
................................................................
...
r
e´ um pullback.
Ocorre que, aparentemente, a prova desse fato necessita a introduc¸a˜o de hipo´teses adi-
cionais na nossa CTM E. Essas hipo´teses sera˜o apresentadas na sec¸a˜o a seguir, definindo
um tipo de CTM que denominaremos prototopos. O caso que resta para ser demonstrado
sera´ chamado de caso anoˆmalo.
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7. Prototopos
A fim de lidar com o caso anoˆmalo, vamos definir um tipo de categoria com morfismos
verdade com algumas propriedades adicionais.
Dizemos que uma categoria E e´ um prototopos se e somente se E satisfaz os seguintes
axiomas:
(PT1) E e´ uma categoria com morfismos verdade. Isto e´, E e´ finitamente bicompleta,
possui classificador de subobjetos e satisfaz o 0-Axioma.
(PT2) Em E, pullbacks preservam epimorfismos. Isto e´, se o quadrado
c d
a b
.............................
.
f
..........................
....
g1
.............................
.
f 1
..........................
....
g
e´ um pullback e f e´ um epimorfismo, enta˜o f 1 tambe´m e´ epimorfismo.
(PT3) Em E, coprodutos preservam pullbacks. Isto e´, se os diagramas abaixo
b e
a d
b1
a1
e
d
.............................
.
h
..........................
....
g
.............................
.f
..........................
....
k
..........................
....
g1
.............................
.
f 1
.............................
.
h1
..........................
....
k
sa˜o pullbacks, enta˜o o quadrado
b` b1 e
a` a1 d.............................................rf, f
1s
...................................................
....
g ` g1
.............................................
.
rh, h1s
...................................................
....
k
e´ um pullback tambe´m.
E´ preciso mencionar que (PT2) e (PT3) sa˜o propriedades que valem em topos e sa˜o
consequeˆncias do Teorema Fundamental da Teoria de Topos: Se E e´ um topos e a e´ um
E-objeto, enta˜o a categoria slice E{a e´ tambe´m um topos.
Dessas propriedades, agora no ambiente de prototopos, segue um resultado que servira´
de base paraa a demonstrac¸a˜o do caso anoˆmalo.
Lema 15. Em qualquer prototopos E, se o quadrado
c d
a b
.............................
.
g
..........................
....
u
.............................
.
f
..........................
....
v
e´ um pullback, enta˜o existe um morfismo
h : fpaq Ñ gpcq
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que torna o quadrado a` direita do diagrama
c gpcq d
a fpaq b.....................................................f
˚
................................................
.
imf
..................................................
....
.
g˚
..................................................
.
img
...................................................
....
u
...................................................
....
h
...................................................
....
v
um pulback7.
Prova. Considere o diagrama
gpcq img d vÐ b.
e construa um pullback do mesmo.
gpcq d
e b pAq
.....................................
.
img
.......................................
...
h1
.........................................
.i
.......................................
...
v
Considere, agora, o diagrama
gpcq d
e b
a
..............................................................
.
img
................................................................
...
h1
..................................................................
.i
................................................................
...
v
.......................................................................................................................................................................
. ..
g˚ ˝ u
.......................................................................................................................................................................
..
f
............................................ .
..
f 1
Como img ˝ g˚ “ g (fatorac¸a˜o epi-mono de g) e g ˝ u “ f ˝ v (hipo´tese), segue-se que
img ˝ g˚ ˝ u “ f ˝ v (ou seja, o diagrama externo comuta). Como pAq e´ um pullback,
enta˜o existe um u´nico morfismo f 1 : a Ñ e tal que i ˝ f 1 “ f . Temos, enta˜o, o seguinte
diagrama comutativo:
gpcq d
e b
c
a
..................................................
.
img
...................................................
....
h1
......................................................
.i
...................................................
....
v
...................................................
....
u
....................................
.
f 1
..................................................
.
g˚
Como, por hipo´tese, o retaˆngulo exterior e´ um pullback (pois, i ˝ f 1 “ f) e o diagrama
da direita tambe´m e´ um pullback (diagrama pAq), segue-se, pelo Lema do Pullback, que
o quadrado da esquerda e´ um pullback.
Como g˚ e´ um epimorfismo, segue-se de (PT2) que f 1 e´ epimorfismo. Assim,
f “ i ˝ f 1
7 Lembremos que imf ˝ f˚ e img ˝ g˚ sa˜o decomposic¸o˜es epi-mono de f e g, respectivamente; cuja
existeˆncia esta´ garantida pelo corola´rio 8.
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e´ uma fatorac¸a˜o epi-mono de f . (i e´ monomorfismo porque img e´ mono e, em qualquer
categoria, pullbacks preservam monomorfismos.)
Assim, pelo corola´rio 8, existe um u´nico ismorfismo
k : fpaq – e
tal que o diagrama a seguir e´ comutativo:
a b
e
fpaq
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
...
...
f˚
...................................................................................
..f 1
..................................................................................
.
imf
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
......
..
i
................................................
....
k
Definindo h :“ h1 ˝ k, temos o seguinte diagrama comutativo:
gpcq d
e b
fpaq b
pBq
.....................................
.
img
.......................................
...
h1
.........................................
.i
.......................................
...
v
.......................................
...
k
....................................
.
imf
.......................................
...
1b
O quadrado inferior do diagrama acima e´ um pullback (diagrma (A)). Mostremos que o
quadrado superior tambe´m e´ um pullback.
Considere, enta˜o, o quadrado
e b
fpaq b
x
..................................................................
.i
................................................................
...
k
.............................................................
.
imf
................................................................
...
1b
...........................................................................................................................................................................
. ..
p
.......................................................................................................................................................................
..
q
......................................... .
..
m
Ja´ sabemos que i ˝ k “ imf “ 1b ˝ imf .
Sejam os morfismos p : xÑ e e q : xÑ b tais que i ˝ p “ 1b ˝ q “ q.
Seja m :“ k´1 ˝ p (lembre que k e´ iso).
Enta˜o, e´ claro que
k ˝m “ k ˝ k´1 ˝ p “ 1e ˝ p “ p.
Por outro lado,
imf ˝m “ imf ˝ k´1 ˝ p
“ i ˝ k ˝ k´1 ˝ p
“ i ˝ 1e ˝ p
“ i ˝ p
“ q
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Assim, temos quem fatora p e q. Para ver quem e´ u´nico, suponha que existam1 : xÑ fpaq
tal que k ˝m1 “ p. Enta˜o, k ˝m1 “ p “ k ˝m. Como k e´ mono (pois e´ iso), segue-se que
m1 “ m.
Como os dois quadrados de pBq sa˜o pullbacks, pelo Lema do Pullback, o retaˆngulo e´
tambe´m um pullback e o lema esta´ demonstrado. l
8. O caso anoˆmalo
Proposic¸a˜o 16. Em um prototopos E, o quadrado dado pelo diagrama
fpΩ` Ωq Ωˆ Ω
0 1
..................................
.
imf
................................................................
...
xK,Ky
..................................................................
.
01
................................................................
...
r
e´ um pullback.
Prova. Lembrando que f e´ dado pelo coproduto
f :“ rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys : Ω` Ω Ñ Ωˆ Ω
e imf e´ o equalizador do pushout de f por f
Ωˆ Ω a
Ω` Ω Ωˆ Ω
...........................................
.
q
...................................................
....
f
................................
.
f
...................................................
....
p
que e´ dado por
fpΩ` Ωq Ωˆ Ω a.................................................imf ..........................................................................................................................................p, q
Considere, enta˜o, o seguinte diagrama
Ω Ωˆ Ω Ω
0 1 0 pDq
....................................................................
.
xJΩ, 1Ωy
.....................................................................x1Ω,JΩy
...............................................................................
.
01
................................................................................
01
............................................................................
....
!
............................................................................
....
xK,Ky
............................................................................
....
!
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Vamos mostrar que ambos os quadrados sa˜o pullbacks. O argumento e´ ana´logo para
ambos os casos. Enta˜o, consideremos o diagrama da esquerda.
Ω Ωˆ Ω
0 1
x
pAq
...........................................
.
xJΩ, 1Ωy
......................................................
.
01
...................................................
....
!
...................................................
....
xK,Ky
...............................................................................................................................................
. ..
v
...........................................................................................................................................
..
u
Considere os morfismos v : xÑ Ω e u : xÑ 1 tais que
xJΩ, 1Ωy ˝ v “ xK,Ky ˝ u. pIq
Tome o pullback que define K.
1 Ω
0 1
x
Ω
pBq
......................................................
.
J
...................................................
....
01
......................................................
.
01
...................................................
....
K
..............................................................................................................................
....
v
...........................................................................................................................................
..
u
.....................................
..
h
......................................................
.
|Ω
De (I) segue-se que:
xJΩ ˝ v, 1Ω ˝ vy “ xK ˝ u,K ˝ uy,
e isso nos fornece duas equac¸o˜es:
JΩ ˝ v “ K ˝ u pIIaq
v “ K ˝ u pIIbq
Pelo corola´rio 3, temos que K ˝ u “ JΩ ˝ v “ J ˝ |Ω˝v. Assim, como o quadrado de (B) e´
um pullback, existe um u´nico h : xÑ 0 tal que 01 ˝ h “ |Ω ˝ v e 01 ˝ h “ u.
Pelo 0-Axioma, x e´ inicial em E (h e´ iso e u´nico).
Transportando h para o diagrama (A) e, como x e´ inicial, 01 ˝ h “ u (ja´ sab´ıamos) e
! ˝ h “ v. Logo, o quadrado de (A) e´ um pullback.
Com o mesmo argumento, temos que o quadrado a` direita do diagrama (D) e´ um pullback
tambe´m.
Usando, agora, o axioma (PT3) dos prototopos, segue-se que o seguinte diagrama e´ um
pullback
Ω` Ω Ωˆ Ω
0` 0 1
................................
.
f
...................................................
....
!
..............................................
.
g
...................................................
....
xK,Ky
em que g “ r0, 0s e f “ rxJΩ, 1Ωy, x1Ω,JΩys.
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Aplicando o lema 15, segue-se que existe r : gp0 ` 0q Ñ fpΩ ` Ωq que torna o quadrado
da direita do diagrama
Ω` Ω Ωˆ Ω
0` 0 1
fpΩ` Ωq
gp0` 0q
......................
.
f˚
...................................................
....
!
.............................
.
g˚
...................................................
....
r
...................................................
....
xK,Ky
....................................
.
img
......................
.
imf
um pullback.
Mas, 0` 0 – 0 e gp0` 0q – gpoq – 0. Assim, temos que o quadrado
fpΩ` Ωq Ωˆ Ω
0 1
..................................
.
imf
................................................................
...
xK,Ky
..................................................................
.
01
................................................................
...
r
e´ um pullback. Como quer´ıamos demonstrar. l
O racioc´ınio acima resolve o caso anoˆmalo estabelecendo que f_ ˝ xK,Ky “ K. Assim,
em prototopos, o morfismo disjunc¸a˜o comporta-se, com respeito aos valores de verdade J
e K, de acordo com a tabela
x y f_ ˝ xx, yy
J J J
J K J
K J J
K K K
que corresponde a` tabela usual da disjunc¸a˜o na lo´gica proposicional cla´ssica.
Segue-se, enta˜o, uma conclusa˜o geral: Em categorias com morfismos verdade, podem
ser definidos todos os morfismos que correspondem a`s func¸o˜es de verdade da negac¸a˜o,
conjunc¸a˜o, implicac¸a˜o material e disjunc¸a˜o das linguagens proposicionais, fornecendo as-
sim uma semaˆntica categorial para as mesmas. Ale´m disso, em CTM’s, os morfismos
verdade comportam-se com relac¸a˜o aos valores de verdade exatamente como se compor-
tam as func¸o˜es cla´ssicas, com uma u´nica excec¸a˜o correspondente ao que denominamos de
caso anoˆmalo. Para este, introduzimos a noc¸a˜o de prototopos que possui a propriedade
desejada.
Resta investigar qual e´ a lo´gica subjacente a` semaˆntica de prototopos. E´ um resultado
conhecido que no caso de topos, a lo´gica subjacente e´ o ca´lculo proposicional intuicionista8.
Como todo topos e´ tambe´m um prototopos, segue-se que na semaˆntica de prototopos o
princ´ıpio do terceiro exclu´ıdo tambe´m nao vale. Mas, ainda na˜o esta´ totalmente claro que
a lo´gica proposicional intuicionista caracteriza essa semaˆntica. Isso sera´ investigado em
trabalhos futuros.
Para completar o presente trabalho vamos mostrar que em CTM’s vale um resultado
ana´logo ao teorema fundamental da teoria de topos.
8 Ver Boileau & Joyal [3].
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9. O teorema fundamental para CTM
Considere uma categoria C qualquer e X um C-objeto. Definimos a categoria slice de
C por X, denotada por C{X, de forma que:
‚ C{X-objetos: sa˜o os C-morfismos da forma A aÑ X;
‚ C{X-morfismos: dados os C{X-objetos A aÑ X e B bÑ X, um C{X-morfismo
f : aÑ b e´ simplesmente um C-morfismo f : AÑ B tal que o seguinte diagrama
comuta
X
A B................................................................................
f
................................ .
..a
..............................
..... b
isto e´, b ˝ f “ a.
Composic¸a˜o de morfismos em C{X e´ a composic¸a˜o usual de morfismos em C e, tambe´m,
identidades em C{X sa˜o identidades em C.
Vamos demonstrar, para as CTM’s, um teorema ana´logo ao teorema fundamental da
teoria de topos9.
Theorem 17. Se E e´ uma categoria com morfismos verdade e X e´ um E-objeto, enta˜o
a categoria slice E{X e´ tambe´m uma categoria com morfismos verdade.
Prova. E´ preciso fazer va´rias verificac¸o˜es. Lembremos primeiramente que uma condic¸a˜o
necessa´ria e suficiente para uma categoria seja finitamente completa e´ que ela possua
objetos terminais, produtos de pares de objetos e equalizadores de pares de morfismos. O
mesmo vale para o caso dual, da cocompletude finita.
(I) O morfismo indentidade 1X : X Ñ X e´ terminal em E{X. De fato, dado um E{X-
objeto A
aÑ X, esse morfismo e´ o u´nico E{X-morfismo que faz o diagrama abaixo comutar.
X
A X................................................................................
a
................................ .
..a
..............................
..... 1X
Assim, a e´ o u´nico morfismo de a em 1X , isto e´, 1X e´ terminal em E{X.
(II) Considere dois E{X-objetos A aÑ X e B bÑ X. Como E e´ finitamente completa,
construa o pullback
A X
AˆX B B
.........................................
.
a
.......................................
...
p
........................
.
q
.......................................
...
b
Afirmac¸a˜o: O E-objeto a ˝ p : A ˆX BÑX junto com os E-morfismos p : A ˆX BÑA e
q : AˆX BÑB formam um produto de a e b em E{X.
9 Ver Freyd [5] e Kock & Wraith [8].
98
O teorema fundamental para CTM
De fato, para ver que temos um produto, considere o diagrama
A BAˆX B
K
X
.............................................
..
a
.........................
p
........................
.
q
..........................................
.....
b
.......................................
...
..........................................
.....
i
.............................................
..
j
.........................
...
h
e suponha que a ˝ i “ b ˝ j (condic¸a˜o para i e j serem morfismos em E{X).
Transportando para o diagrama do pullback em E (ver diagrama)
A X
AˆX B B
K
......................................................
.
a
...................................................
....
p
.....................................
.
q
...................................................
....
b
...............................................................................................................................................
. ..
i
...........................................................................................................................................
..
j
.................................... .
..
h
temos que existe um u´nico morfismo h : K Ñ A ˆX B tal que p ˝ h “ i e q ˝ h “ j. E
essa e´ a condic¸a˜o necessa´ria para a existeˆncia de produto em E{X. Assim, um produto
em E{X e´ apenas um pullback em E.
(III) Considere dois E{X-objetos A aÑ X e B bÑ X e dois E{X-morfismos paralelos
f, g : AÑ B de forma que o seguinte diagrama comuta:
X
A B
................................ .
..a
...............................................................................
.
...............................................................................
.
f, g
..............................
..... b
isto e´, b ˝ f “ a “ b ˝ g.
Como E e´ finitamente completa, tome um equalizador de f e g em E.
X
A BK
................................ .
..a
...............................................................................
.
...............................................................................
.
f, g
..............................
..... b
.............................
.e
Afirmac¸a˜o: O E{X-morfismo e : K Ñ A cujo domı´nio e´ o E{X-objeto a ˝ e : K Ñ X e´
um equalizador de f e g em E{X.
A prova segue diretamente do fato de que e e´ um equalizador de f e g em E. Assim,
equalizadores em E{X nada mais sa˜o do que equalizadores em E.
Segue-se de (I), (II) e (III) que: E{X e´ uma categoria finitaente completa.
Para a cocompletude finita de E{X, note primeiramente que se 0 e´ inicial em E, o u´nico
morfismo 0 Ñ X e´ inicial em E{X.
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De fato, dado um E{X-morfismo A aÑ X, o morfismo 0 0AÑ A e´ o u´nico morfismo que faz
o diagrama
X
0 A
................................ .
..0X
..............................
.....
a
...............................................................................
.
0A
comutar a˝0A “ 0X , pois 0 e´ inicial em E. Assim, objetos iniciais em E{X sa˜o E-morfismos
cujo domı´nio e´ inicial em E.
Assim, temos:
(IV) E{X tem objetos iniciais.
Para coprodutos e coequalizadores temos as construc¸o˜es ana´ogas aos seus duais, de modo
que:
(V) Um coproduto em E{X e´ um pushout em E.
(VI) Um coequalizador em E{X e´ um coequalizador m E.
Assim, temos tambe´m que: E{X e´ uma categoria finitamente cocompleta.
(VII) Para ver que E{X tem classificador de subobjetos, note primeiramente que 1X e´
um objeto terminal em E{X. Como a identidade 1X e´ um monomorfismo, aplicando o
Ω-Axioma, que vale em E, temos o pullback dado pelo diagrama:
1 Ω
X X
..........................
....
χ1X
.............................
.
1X
.............................
.
J
..........................
....
|X
de forma que χ1X “ JX :“ J ˝ |X : X Ñ Ω.
Defina o E-morfismo J{X :“ xJX , 1Xy : X Ñ ΩˆX. dado pelo diagrama produto:
ΩˆX XΩ
X
............................................................................................
pi1
...........................................................................................
.
pi2
.....................................................................................................
.....
JX
........................................................................................................
..
1X
...............................................................
....
xJX , 1Xy
Seja Ω0 “ pi2 : ΩˆX Ñ X, a segunda projec¸a˜o do produto.
Dados dois E{X-objetos A aÑ X e B bÑ X, um monomorfismo γ : a  b em E{X e´
simplesmente um monomorfismo γ : A B em E tal que o seguinte diagrama comuta:
X
A B................................................................................
γ
................................ .
..a
..............................
..... b
Assim, γ e´ um subobjeto de B em E.
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Aplicando novamente o Ω-Axioma em γ temos o seguinte pullback em E:
1 Ω
A B
..........................
....
χγ
.............................
.
γ
.............................
.
J
..........................
....
!
Para transpor a construc¸a˜o para E{X, para cada monomorfismo γ : A B em E defina
o E{X-morfismo γ˚ “ xχγ, by : B Ñ ΩˆX dado pelo seguinte produto:
ΩˆX XΩ
B
...................................................................
pi1
..................................................................
.
pi2
..............................................................................
.....
χγ
................................................................................ .
..
b
................................................
....
xχγ, by
Assim, γ˚ “ xχγ, by e´ um morfismo em E{X da forma γ˚ : bÑ Ω0p“ pi2q.
Mas, enta˜o, o diagrama
1X Ω0
a b
...................................................
....
γ˚
......................................................
.
γ
......................................................
.
J{X
...................................................
....
!
e´ um pullback em E{X e a propriedade universal prove´m da universalidade do Ω-Axioma
em E.
Assim, J{X : 1X Ñ Ω0 e´ um classificador de subobjetos para E{X. Segue-se que: E{X
tem classificador de subobjetos.
(VIII) Resta verificar o 0-Axioma.
Lembremos que em E{X, um objeto inicial e´ um morfismo 0 0XÑ X, em que 0 e´ inicial em
E.
Considere um E{X-morfismo a fÑ 0X cujo domı´nio e´ A aÑ X. Isto significa que o diagrama
X
A 0................................................................................
f
................................ .
..a
..............................
..... 0X
comuta. Como o 0-Axioma vale para E, f e´ iso. Logo, f e´ iso em E{X. Assim, temos
que: O 0-Axioma vale para E{X.
Assim, temos que E{X e´ uma categoria com morfismos verdade. l
Para finalizar, observemos que, em teoria de topos, os axiomas (PT2) e (PT3) dos
prototopos sa˜o consequeˆncias do teorema fundamental para esta teoria. Fica aberta a
questa˜o se esses axiomas sa˜o tambe´m va´lidos em categorias com morfismos verdade em
virtude do teorema acima. Se esse for o caso as noc¸o˜es de prototopos e categorias com
morfismos verdade seriam equivalentes.
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Parte 2
Fundamentos da física e metafísica
O gato de Schrödinger não está vivo e morto antes da
medição: sobre a interpretação dos resultados quânticos
Décio Krause1,2
Abstract
Muitos textos de divulgação que falam da mecânica quântica fazem refe-
rência ao "paradoxo" do gato de Schrödinger, comentando que, antes da
medida do estado do sistema, o gato encontra-se vivo e morto ao mesmo
tempo. Outros dizeres referem-se a que uma partícula pode estar em
dois (ou mais) lugares ao mesmo tempo, que ela passou por duas fendas
simultaneamente, ou ainda que percorreu dois caminhos de uma só vez,
e que "interferiu consigo mesma". Na opinião deste autor, tratam-se de
exageros conceituais, que podem conduzir o leitor não especializado ao
erro e a imaginar situações que nada têm a ver com a mecânica quân-
tica propriamente dita, entendida do modo como o fazemos neste artigo.
Este texto de caráter geral, sem mencionar essas fontes, tem a intenção
de esclarecer ou ao menos de questionar esses e outros pontos polêmicos
na fala comum sobre os resultados da mecânica quântica.
1. Introdução
“Cats seem to play an important role in physics.”
B. Kanitscheider (1992)
Quando nos deparamos com situações inusitadas, com as quais nunca tivemos contato
anterior, tendemos a procurar explicações dentro dos contextos que nos são familiares.
Assim, se vemos uma imagem difusa de um animal, na tentativa de descobrir do que se
trata, procuramos em nossos arquivos aqueles animais conhecidos que em nossa opinião
mais se aproximam daquilo que vimos difusamente. Muitas vezes, cometemos o erro de
achar que o tal animal é de algum tipo, e podemos estar equivocados. Isso parece bastante
evidente para qualquer um que se ocupe a pensar sobre o assunto, e acontece também
com os resultados que obtemos em nossas teorias científicas, em especial nas teorias da
física. A física quântica é um dos campos do saber que mais nos apresentam resultados
que nos parecem totalmente estranhos, e as explicações que tentamos dar, tomando por
base o que (supostamente) conhecemos, a física clássica, via de regra não são satisfatórias.
Aliás, foi precisamente por esse motivo que a física quântica surgiu, incialmente com a
hipótese de quantização de Planck para explicar os resultados observados na radiação de
um corpo negro, pois a teoria vigente não explicava os fenômenos observados.3
1 Departamento de Filosofia. Universidade Federal de Santa Catarina. Pesquisador do CNPq. Email:
deciokrause@gmail.com.
2 Agradeço a Alexandre Costa-Leite pelo convite para escrever este artigo em comemoração aos cinco
anos do Seminário Permanente Lógica no Avião, realizados na Universidade de Brasília.
3 Há muitos textos excelentes de história da física quântica, como Baggott (2013), Jammer (1974),
Kumar (2009).
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2. O formalismo
Para discutir esse assunto ao menos de forma introdutória e para colocar nosso ponto
de vista de que nos enganamos também na interpretação dos resultados em mecânica
quântica, e igualmente visando alertar o leitor para equívocos, é conveniente distinguir
entre uma formulação de uma teoria científica (aqui ficaremos restritos à física quântica)4
e uma interpretação dessa formulação, a qual nos fornece, por assim dizer, uma visão de
mundo. Há muitos modos de se formular uma MQ (em Styer et al. 2002, nove alternativas
são apresentadas) que são, ao que tudo indica, equivalentes empiricamente (ainda que
isso seja discutível), e a cada uma delas pode-se associar (pelo menos em princípio) várias
interpretações.
A formulação padrão, usualmente considerada pelos filósofos, faz uso da teoria dos
espaços de Hilbert, tendo sido originada com von Neumann na década de 1930. Quanto às
interpretações, a considerada "padrão" é a dita "de Copenhague", devida principalmente
a Bohr, Heisenberg, Born, Jordan e Pauli, ainda que haja variações mesmo entre eles.
Nesse formalismo, que é o que consideremos exceto se dito explicitamente o contrário, os
estados dos sistemas físicos são considerados e há "observáveis" que podem ser medidos ;
quando um observável é medido, considerando-se um certo estado (descrito por um vetor
ou por uma função de onda), um valor que representa uma probabilidade é obtido. Assim,
o que se vê é um tratamento matemático que tem como conceitos primitivos as noções de
estado e observável ; os sistemas físicos propriamente ditos, como partículas elementares,
átomos e moléculas, aparecem apenas implicitamente, a sua natureza sendo relegada às
interpretações.
O formalismo, ou os formalismos (para empregar um termo caro aos físicos) é bem
entendido. O problema maior aparece quando se tenta entender o que está acontecendo.
Aí é que aparecem as discrepâncias para com aquilo que conhecemos, pois as entidades
tipicamente quânticas parecem se comportar de um modo totalmente inusitado e estranho
à física clássica e à nossa intuição. O assunto se complica mais ainda quando explicações
destinadas ao grande público são postas, quando (na opinião deste autor) muitos erros
são veiculados. Analisaremos abaixo alguns deles, reduzindo o formalismo matemático a
um mínimo.5
2. O formalismo
Segundo o formalismo padrão via espaços de Hilbert, se um sistema físico tem a
possibilidade de estar em dois estados, descritos por vetores |ψ1〉 e |ψ2〉, postula-se que
qualquer combinação linear desses "estados" é também um estado possível do sistema,
digamos
|ψ〉 = a |ψ1〉+ b |ψ2〉 , (1)
com a e b números complexos tais que |a|2 + |b|2 = 1 (ver mais abaixo). Um tal estado
é o que se denomina de superposição dos estados (descritos por) |ψ1〉 e |ψ2〉 (os abusos
de linguagem serão cometidos doravante, como a identificação do vetor com o estado do
sistema).
4 Por "física quântica" entendemos um grupo de teorias que prioritariamente lidam com o nosso
"mundo microscópico", ainda que, no limite, a física clássica, que lida com os objetos do nosso quotidiano,
se reduza à quântica. Dentre essas teorias, podemos discernir entre a mecânica quântica não relativista
(MQ), a mecânica quântica relativista, que incorpora a relatividade restrita (MQR).
5 Um excelente livro para o público geral, que mostra as esquisitices do mundo quântico é Gilmore
(1998). Textos mais bem elaborados e escritos em português, constam dos dois volumes de Pessoa Jr.
(2003) e (2006) e de Chibeni (1997).
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Um caso particular de uma superposição é quando temos o emaranhamento de dois
sistemas; se temos dois estados possíveis, A e B e dois sistemas, descritos por |ψ1〉 e |ψ2〉,
um sistema emaranhado é um vetor da forma (o sinal "+" é usado para bósons e o “-"
para férmions):6
|ψ12〉 = 1√
2
(
|ψ1〉A ⊗ |ψ2〉B ± |ψ2〉A ⊗ |ψ1〉B
)
, (2)
onde o coeficiente 1/
√
2 indica que, quando medirmos alguma coisa sobre o sistema
conjunto, obtemos |a|2 = |b|2 = 1/2 de encontrarmos o sistema em um dos estados da su-
perposição acima, ou seja, |ψ1〉A ⊗ |ψ2〉B ou |ψ2〉B ⊗ |ψ1〉A, os quais indicam respectivamente
o sistema é tal que o primeiro componente está no estado A e o segundo componente está
no estado B ou que o primeiro está no estado B e o segundo em A. O produto "⊗" dos
vetores indica o produto tensorial, uma operação que se pode definir entre espaços e entre
vetores. A questão é saber o que indica o estado |ψ12〉 antes do sistema ser medido.7 A
teoria diz que, depois da medição de um observável, como spin ou posição, do sistema no
estado |ψ12〉, o sistema entra imediatamente em um dos estados componentes. Há vários
modos de se denominar essa alteração, a principal chamada de colapso da função de onda
(ou do vetor de estado).
Suponha que, depois do colapso, tenhamos obtido o estado |ψ1〉A ⊗ |ψ2〉B. Aparente-
mente, isso nos indicaria que o primeiro sistema está no estado A e que o segundo sistema
está no estado B, havendo portanto uma distinção entre eles. Mas não é assim. Devido a
problemas com a identidade dos sistemas quânticos, algo do qual falaremos brevemente à
frente, não há como distinguir um sistema do outro se eles forem do mesmo tipo (digamos,
ambos sendo elétrons). Isso é devido a um postulado adicional chamado de Postulado da
Indistinguibilidade (French & Krause 2006, passim), que diz exatamente isso: a medida
de um observável para um sistema (podendo comportar vários subsistemas) em um certo
estado é o mesmo (dá a mesma probabilidade) antes e depois de uma permutação dos
mesmos. Ou seja, pernutações (de sistemas de mesmo tipo) não são observadas. Que
isso deve ser assim tinha sido apontado já por John Dalton em 1808 na origem da quí-
mica moderna (veja Krause & Arenhart 2018); não pode haver diferenças entre átomos
da mesma substância, ou entre seus componentes, desde que sejam de mesmo tipo (esses
foram descobertos depois, como elétrons, protons e outros.)
Mas, antes da medição, os sistemas quânticos estão em um estado que é uma superposi-
ção de outros estados.8 Isso tudo é matematicamente claro, e o cálculo das probabilidades
é algo que também se sabe fazer. A matemática funciona muito bem.9 O problema surge
quanto se tenta interpretar a superposição. Muitos dizem, erroneamente na opinião deste
autor, que o sistema está em todos os estados superpostos simultaneamente. Isso será
melhor explicado abaixo. Essa suposição é calcada em conceitos advindos da física clás-
sica, e não temos (ainda) como exprimir em palavras o que o formalismo matemático
6 Bósons e férmions são as duas grandes classes de partículas. Apesar do formalismo matemático ser
compatível com a existência de outros tipos de partícula, as que se conhecem caem em uma dessas duas
categorias; veja French & Krause (2006), §3.8.
7 O vetor (2) pode ser abreviado por |ψ12〉 =
∣∣∣ψA1ψB2 〉± ∣∣∣ψA2ψB1 〉, omitindo-se inclusive o coeficiente 1√2 .
8 Insistindo, matematicamente uma superposição de estados nada mais é do que uma combinação
linear de vetores que representam estados possíveis. Uma combinação linear de vetores é um outro vetor
que equivale a uma soma desses vetores, cada um deles multiplicado por uma constante.
9 Há no entanto outro problema relacionado ao conceito de probabilidade. Mas essa é outra história.
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está contando tão claramente. O erro de se tentar usar a linguagem usual, calcada na
física clássica, resulta do fato de que, como dizia Paul Dirac, essa situação não pode ser
descrita por essa linguagem (Dirac 1967, Cap.1), com a qual estamos mais acostumados.
Qualquer tentativa de explicar o que está acontecendo utilizando conceitos comuns con-
duz a absurdos como afirmar que, previamente à medição do estado do sistema, ambos os
estados estão presentes na descrição do sistema conjunto, ou seja, que ele está em ambos
os estados ao mesmo tempo. Vamos explicar isso a seguir, utilizando o célebre exemplo
do gato de Schrödinger, amplamente discutido na literatura.
Fica aqui a mensagem deste artigo. É patente que pode-se associar ao formalismo
matemático da mecânica quântica uma plêiade de interpretações não equivalentes e não
há, a princípio, qualquer argumento que faça uma delas prevalecer sobre as demais. No
entanto, acreditamos que se não podemos agir "positivamente", podemos fazê-lo "nega-
tivamente": podemos assegurar que pelo menos um modo de se interpretar os resultados
quânticos é equivocado, a saber, aquele que supõe que, previamente à medição, o sistema
se encontra simultaneamente em todos os estados possíveis. Veremos isso a seguir com
mais detalhes.
3. O gato
Talvez o melhor exemplo que se possa usar para atestar os equívocos mencionados é o
caso do célebre gato de Schrödinger. Em 1935, Erwin Schrödinger criou um experimento
mental para enfatizar os aspectos contra-intuitivos das superposições e da dominante
(à época) "interpretação de Copenhague". Ele imaginou o experimento envolvendo um
objeto macroscópico, um gato, justamente para enfatizar o seu ponto. Porém, saliente-se,
não se observam objetos macroscópicos em superposição, mas isso ocorre com objetos à
escala quântica.10
Abreviadamente, a questão é a seguinte. Imagine um gato preso em um quarto herme-
ticamente fechado no qual há um frasco de veneno e uma amostra de material radioativo
que tem 50% de possibilidade de emitir uma partícula (decair) no decorrer de uma hora.
Se a partícula for emitida, um mecanismo é ativado de modo que o frasco de veneno é
quebrado, o veneno é liberado e o gato morre. Se nenhuma partícula for emitida, o frasco
continua intacto e o gato permanece vivo. Para saber como está o gato, ou seja, qual é
o seu estado depois de uma hora, o cientista abre a porta do quarto e observa o gato.
Isso corresponde a uma medição, a medir o estado do gato exatamente no momento em
que o cientista abre a porta. O sistema é preparado de forma que há probabilidade de
1/2 de o cientista encontrar o gato vivo e 1/2 de encontrá-lo morto (essa possibilidade
é correspondida empiricamente). O estado do gato previamente à abertura da porta é
descrito por um vetor semelhante a (2), expressando uma soma (ou subtração) de um
vetor (um produto tensorial) que representa a situação de que o material não decaiu e o
gato está vivo com outro vetor representando a situação de que o material decaiu e o gato
está morto.
Segundo a interpretação usual (e equivocada), antes da medição o gato está vivo
e morto ao mesmo tempo, partilhando, a uma só vez, de ambos os estados possíveis.
10 Quando os sistemas têm muitos elementos quânticos, como um gato, que é composto de trilhões
de átomos e moléculas, a ação do meio ambiente ocasiona um fenômeno ao qual os físicos dão o nome de
decoerência, ou seja, o sistema "perde" a sua "coerência" quântica, comportando-se como um "sistema
clássico". Veja Schlosshauer (2004).
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No caso, temos uma situação particular de uma superposição, denominada de emara-
nhamento, que Schrödinger chegou a dizer (em 1935) ser a característica distintiva da
mecânica quântica, sem similar na física clássica (Schrödinger 1980).
Experimentos que simulam a situação do gato de Schrödinger podem ser realizados ao
nível quântico, como tem sido comum nos dias de hoje, colocando-se sistemas quânticos
em estados emaranhados. Essa é, na verdade, uma das maiores revoluções proporcionadas
pela MQ, possibilitando, dentre outras coisas, a computação quântica e as discussões sobre
a informação quântica.
3.1 Ontologia. Mas, antes da medição, qual a situação do gato? Antes de discutir
isso, é preciso conceder que podemos falar do gato, ou seja, que o nosso uso da mecânica
quântica não é meramente instrumentalista, como advogam alguns físicos a começar por
Niels Bohr, mas que há algum tipo de ontologia associado à teoria.11 É sabido que Bohr
via com suspeição a possibilidade de uma realidade independente dos fenômenos quânticos
que se assemelhe àquela descrita por uma ontologia aos moldes clássicos, de objetos tais
como os descritos pela física clássica.12 Assim, temos que adotar uma postura diferente e
admitir que, mesmo antes da medição, há algo do que podemos falar. A questão ontológica
é especificar em que consiste esse algo, e a resposta não é única. Mas esse é outro assunto.13
Para os instrumentalistas, a mecânica quântica não nos permite falar de gatos ou de
partículas; ela é meramente uma teoria matemática que nos permite computar proba-
bilidades, como a de que o estado do sistema sendo uma superposição "gato+material
radioativo", após a medição, resulte algo como
|gato vivo〉 ⊗ |não houve decaimento〉 ,
o que atestaria que não houve decaimento e o gato continua vivo. Só isso, nada mais.
3.2 Superposições. Vamos ser mais precisos. Antes da medição (ou seja, do cientista
abrir a porta), o estado do sistema conjunto gato mais material radioativo é descrito
por um vetor da forma A+ B, onde A é o vetor que indica o estado em que o material
radioativo não decaiu e o gato está vivo, enquanto que B é o vetor que indica a situação
em que o material emitiu radiação e o gato está morto.
A
B A+ B
11 Na verdade, como argumentaremos abaixo, há várias ontologias possíveis de serem associadas a
uma teoria.
12 Alguns autores creditam a Bohr uma visão empirista da MQ. Outros, como Folse Jr (Folse Jr
1986) e o presente autor, preferem vê-lo não como rejeitando um realismo (exceto aquele no sentido de
Einstein — ver a seção 3.3, mas como possibilitando a admissão de uma realidade de entidades distintas
daquela apregoada pela física clássica. Ou seja, Bohr poderia ser um realista de entidades (no sentido de
Hacking 1983), mas de entidades de "outro" tipo, aquelas "tipicamente quânticas".
13 Com efeito, a natureza dessas entidades vai depender da interpretação que se adote. À formulação
da MQ devida a David Bohm, uma "interpretação clássica" pode ser associada, no sentido de que as
entidades quânticas não diferem essencialmente daquelas descritas pela física clássica; para uma distinção
entre ontologia clássica e ontologia quântica, ver Krause et al. (2012).
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Fig. 1 – A soma de dois vetores ortogonais não nulos produz um terceiro vetor diferente de
ambos.
O erro frequente na interpretação desse resultado é não considerar que a soma A+ B
é um terceiro vetor, que indica uma superposição dos estados A e B, e que é distinto de
ambos (supostos não nulos). Aqui acaba a matemática, entrando a interpretação. No
caso do gato, o que A+ B quer dizer? Lembre mais uma vez de Dirac: isso não pode ser
explicado em termos clássicos, ou seja, não há analogia possível com algo que conhecemos
em nosso dia a dia. Se podemos falar no gato (deixando de lado o instrumentalismo), o
seu estado é descrito pela superposição de A e B, e não por esses vetores isoladamente,
e muito menos pela sua "conjunção", que indicaria que ele estaria simultaneamente nos
dois estados. É errado portanto dizer que o gato está vivo (o que exigiria que o seu estado
fosse A) ou que está morto (o que exigiria que seu estado fosse B), e muito menos "ao
mesmo tempo", o que exigiria que considerássemos a sua conjunção, e não a sua soma!
O estado do gato é dado pelo vetor A+ B, portanto nem por A e nem por B, mas pelo
terceiro vetor, que não é uma conjunção lógica, mas uma soma vetorial.14
O estado do gato, previamente à medição, portanto, é descrito pelo vetor A+ B. Depois
da medição, esse vetor soma colapsa (segundo a interpretação dominante) por um motivo
que ninguém conhece, em um dos estados componentes,15 mas antes disso temos somente
a probabilidade de que o estado resultante será um ou outro, nunca ambos. Fiquemos
portanto com a seguinte mensagem: previamente à medição, o gato não está vivo e morto:
não há contradição nesse caso.
Da mesma forma, muitos textos se referem à possibilidade de uma partícula (ou me-
lhor, um sistema quântico) estar em dois ou mais lugares ao mesmo tempo (mais na seção
5). Outro equívoco: esses sistemas não têm posição em sentido usual, mas o que podería-
mos chamar de estados-posição. Antes da medição, o sistema está em uma superposição
de estados que indicam, por meio de uma probabilidade, onde ele (reparem no nosso dis-
curso, tendo que nos referi a "ele" como se fosse um objeto descrito pela física clássica)
poderá aparecer depois que sua posição for medida, por exemplo, em um determinado
lugar em um anteparo que recebe as partículas. Portanto, guarde isso também: sistemas
quânticos não podem estar em mais de uma posição a um só tempo. A linguagem não é
precisa, mas a matemática é bem clara, expressa pela superposição de todas as posições
possíveis e suas probabilidades, e não de uma conjunção de quaisquer coisas que indiquem
posições.
3.3 O realismo de Einstein. Fizemos referência acima ao fato de que Bohr contestava
algumas posições de Einstein. Este acreditava na existência de uma realidade externa
calcada nos conceitos de separabilidade e localidade (Howard 2017). Para ele, sistemas
14 Dizendo isso, somos contrários à interpretação paraconsistente da MQ dada por da Costa e de
Ronde (2013), que admitem a possibilidade de haver uma contradição no caso do gato previamente
à medição. Discutimos a posição desses autores em Arenhart & Krause (2016). Como dissemos na
Introdução, não obstante em geral não podermos optar por uma interpretação exceto por motivos nada
objetivos, essa é uma interpretação que em nossa opinião não pode ser aceita. Se a MQ admite alguma
contradição, certamente ela não está em situações como as descritas aqui e abaixo. No entanto, veja a
seção 4.
15 Na interpretação dos muitos mundos (Wallace 2012), quando há a medição, o universo se divide
em vários, não havendo o colapso; no caso do gato, em dois, um no qual o gato está vivo e outro no caso
em que o gato está morto. Mas mesmo assim não há qualquer contradição, pois o gato nunca está vivo e
morto em um mesmo mundo.
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localizados em posições distintas do espaço, a uma distância d > 0 um do outro, deveriam
ser considerados como sistemas físicos distintos e qualquer ação em um deles só poderia
influenciar o outro se algum tipo de informação fosse transmitida, como um fóton, o
que (pela relatividade restrita) não pode acontecer imediatamente, devido ao fato da
velocidade da luz ser finita. A mecânica quântica, por outro lado, considera que mesmo
sistemas separados podem ser considerados como um só sistema, uma vez que tenham
interagido no passado. Em tais sistemas emaranhados, a ação sobre um deles permite
que se saiba fatos do outro imediatamente (isso, no entanto, não viola a relatividade
restrita).16
O que se chama de "realismo de Einstein", no entanto, é a crença de que todos os
observáveis físicos que um sistema têm valores bem determinados em qualquer instante
de tempo como na física clássica, ainda que não os conheçamos objetivamente. Que isso
não é assim na MQ é fato bem conhecido, em especial devido a um teorema demonstrado
em 1967 por Simon Kochen e Ernst Specker (antecipado por John Bell em 1966), mas
isso não será comentado aqui. Além disso, para Einstein, a física deve ser determinista:
dada a situação de um sistema em um dado instante, as equações devem nos possibilitar
conhecer a situação do sistema em qualquer instante de tempo posterior (ou anterior). A
formulação de Copenhague, pelo contrário, não é determinista nesse sentido porque não
consegue prever com 100% de segurança o que acontece com o estado do sistema depois
de uma medição (depois do "colapso"), oferecendo apenas probabilidades.17
4. A negação quântica
O problema parece depender do modo como se entendem "morto" e "vivo" (a negação
de "morto"), no caso do gato. Usualmente, entende-se por contradição a conjunção de
duas proposições (sentenças ou fórmulas), uma das quais sendo a negação da outra. Se
usarmos "¬" para representar a negação, "∧" para a conjunção e "S " para denotar uma
sentença, uma contradição é uma sentença da forma "S ∧¬S ". As sentenças "S " e "¬S "
dizem-se contraditórias. Na linguagem da maioria das lógicas, como no caso da lógica
clássica, se temos ambas S e ¬S , podemos formar a sua conjunção e obter S ∧¬S .18 Por
outro lado, se temos uma contradição, podemos derivar ambas as sentenças. Repare que
não faz sentido falar "ao mesmo tempo" a não ser como abuso de linguagem (ou que
tenhamos algum tipo de lógica temporal). A lógica clássica, assim como a maioria dos
sistemas lógicos usuais, não envolve a noção de tempo.
Assim, insistamos nisso, se temos uma contradição, temos que ter as duas situações
descritas pelas sentenças S e por sua negação, ¬S . Dito informalmente, ambas têm que
ser "verdadeiras" (deixemos o sentido do vocábulo "verdade"implícito, interpretando-o
informalmente). Portanto, no caso do gato de Schrödinger, se dizemos que (previamente
à medição) o gato está vivo e morto, temos que dispor dos dois estados vivo e morto como
16 Não é nosso objetivo discutir esse importante ponto aqui. Veja Kumar (2009) sobre o célebre
debate entre Bohr e Einstein sobre o tema. O importante é saber que é errado dizer que a medição em
um sistema infuencia o outro; nenhuma "influência" existe pelo motivo explicado. O que acontece é algo
tipicamente quântico; a medição em um sistema permite saber o que acontece com o outro, sem que
qualquer mensagem tenha sido emitida. Este é reconhecidamente o maior dos mistérios quânticos, mas é
um fato mais do que estabelecido empiricamente nos dias de hoje.
17 Um excelente texto geral sobre a filosofia de Einstein é Howard (2017); ver também Fine (1986).
18 Doravante não faremos mais a distinção entre uso e menção.
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estados atuais do gato, o que não ocorre. O seu estado, como vimos, é descrito por uma
superposição, uma soma vetorial, e não por uma conjunção lógica.
Que isso é assim já foi mencionado por importantes autores, como Beltrametti &
Cassinelli (1981, pp.220-1) e por Bas van Fraassen (1974, p.229) no contexto das lógicas
quânticas (mas veja também Aerts et al. 2000). Tanto os dois primeiros como o terceiro
mencionam que a negação em mecânica quântica deve ser vista não como contraditoriedade
(uma sendo verdadeira se e somente se a outra for falsa), mas como o que van Fraassen
chamou de choice negation.
4.1 Negações clássica e quântica. Para van Fraassen (assim como para Beltrametti e
Cassinelli), a choice negation permite que sejam discernidos os conceitos de falsidade e de
não-verdade, que são tomados como equivalentes com a negação usual, que van Fraassen
denomina de exclusion negation (uma sentença exclui a outra). Na física quântica, por
outro lado, podem haver situações em que tanto uma quanto a outra possam ser falsas, mas
não possam ser ambas verdadeiras, como por exemplo quando o estado é uma superposição
de estados. Explicando melhor: no caso em que o estado do gato é uma superposição de
estados ou que a posição de uma partícula é uma superposição de posições possíveis
(fiquemos com o caso do gato), ambas "vivo" e "morto" são falsas, pois o seu estado não
é qualquer desses, mas descrito pela soma vetorial, por um vetor como (2), como vimos
acima (o mesmo ocorre com as posições, obviamente).
Podemos definir semanticamente uma choice negation ou, como preferimos denominar,
uma negação quântica do seguinte modo. Suponha que dispomos de uma linguagem
adequada, digamos de primeira ordem, contendo um símbolo de negação ¬q. Seja V o
conjunto dos valores de verdade, sendo V = D ∪ N, com D ∩ N = ∅. O conjunto D é o
dos valores distinguidos, e N o dos valores não distinguidos; se quisermos, podemos tomar
V = {0, 1}, com D = {1} e N = {0}. Se α é uma fórmula e ν é uma valoração, ou seja, uma
função ν : F 7→ V, onde F é o conjunto das fórmulas, pomos:
ν(¬qα) ∈ D implica ν(α) ∈ N. (3)
Como a recíproca não vale necessariamente, fica claro que tanto α como ¬qα podem
assumir valores não distinguidos (serem ambos "falsas") sem que tenham que assumir
também valores distinguidos — um estudo mais detalhado é feito em Krause & Gracher,
a aparecer.
Baseados em uma interpretação advinda do Quadrado de Oposições, Arenhart e
este autor deram uma interpretação para a choice negation em termos de contrariedade
(Krause & Arenhart 2016), algo já adiantado em Priest & Routley (1989), Béziau (2006),
apesar desses autores não terem se referido à mecânica quântica especificamente. Se uma
proposição e sua negação são vistas como contrárias e não como contraditórias (negação
exclusiva, representada nas diagonais do quadrado), a intuição da choice negation é obe-
decida: ambas podem ser falsas, sem que possam ser ambas verdadeiras (no caso do gato,
a terceira situação ocorre quando o estado é descrito por uma superposição de estados).
Nota-se observando o quadrado que, devido à sub-alternação, ¬qα implica ¬α, como
lógicos quânticos dizem ser o caso (Aerts et al. 2000); a demonstração pode ser vista em
Krause & Gracher (a aparecer).19
19 A sub-contrariedade é vista como uma outra negação, dita negação paraconsistente.
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α ¬qα
¬α
Fig. 2 – O quadrado das oposições exibindo a contrariedade. Proposições contrárias, como
α e ¬qα podem ser ambas falsas, mas não podem ser ambas verdadeiras. A negação "clássica"
de α é indicada por ¬α, sua contraditória.
Com efeito, as sentenças A (o material radioativo não decaiu, gato vivo) e B (o material
decaiu, gato morto) são contrárias, e não contraditórias. A negação de "gato vivo" não é
"gato morto" e vice-versa, pois "não estar vivo (morto)" pode significar que está em um
estado que é uma superposição desses dois estados, ou seja, como advogou van Fraassen,
"não estar vivo" pode não equivaler a "estar morto" (a negação exclusiva de "estar vivo").
Insistindo, isso indica que ambas podem ser falsas, mas não podem ser ambas verdadeiras.
No algebrismo quântico, os vetores A e B da figura (1) são ortonormais (ortogonais e
unitários) e a ortogonalidade é o que se chama de uma involução, e semanticamente não
coincide com a negação da lógica clássica (Beltrametti & Cassinelli op.cit, p.221; Aerts et
al. 2000). Em outros termos, se isso faz sentido, negar o estado A significa tomar qualquer
estado distinto de A, mas não necessariamente B. O mesmo se pode dizer de B.
5. Em dois lugares ao mesmo tempo?
Voltemos ao caso da posição de uma partícula, agora com um pouco mais de detalhes.
Como dissemos acima, muitos textos falam que, previamente a uma medição, uma partí-
cula pode estar em dois ou mais lugares ao mesmo tempo, o que também é equivocado.
Da mesma forma que no caso do gato, uma partícula não tem posição em sentido clássico,
mas estados-posição, se podemos chamar assim. Aliás, a suposição usual pressupõe que
uma partícula seja algo como uma pequena bolinha que estaria "por aí", no caso, em
vários lugares ao mesmo tempo. A mecânica quântica não corrobora essa interpretação
(como vimos insistindo, essa disciplina nada afirma sobre a natureza das entidades). Ou
seja, antes do vetor que descreve sua posição colapsar por causa de uma interação (medi-
ção), o que há é um vetor que também é uma superposição de todos os estados (posições)
possíveis, e os quadrados dos coeficientes dessa combinação linear indicam a probabilidade
do vetor colapsar naquele estado associado ao coeficiente. Assim, se um vetor de estado
é algo como (não necessariamente expressando posições)
E = aA+ bB+ cC + dD,
após o colapso o estado reduz-se a A, B,C ou D respectivamente com probabilidades
a2, b2, c2 e d2. Portanto, nada de duas ou mais posições ao mesmo tempo antes ou depois
da medição.
Note bem – trabalhamos, como na combinação linear acima, com amplitudes de proba-
bilidades, cujos quadrados fornecem as probabilidades estrito senso. Isso pode ser (como
geralmente é) interpretado como indicando que alguma coisa existe previamente à medi-
ção, e que sua localização só será determinada após a medição; antes, só temos proba-
bilidades. Esse discurso, no entanto, não é adequado pois sugere que exista algo (uma
bolinha?) "escondido", o que não parece ser o caso. Voltaremos a esse ponto mais abaixo.
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Outro equívoco, relacionado com o que se acabou de dizer, vem do uso de imagens e
de sua interpretação. Ocorre em física o mesmo que ocorre em matemática: figuras têm
unicamente papel heurístico, não podendo ser utilizadas para se fazer inferências, exceto
em linguagens propositadamente alteradas para isso, como em teoria de categorias e nos
diagramas de Feynman.
No entanto, em muitos livros de química vemos desenhos dos orbitais como áreas
borradas e usualmente se diz serem as regiões onde há maior probabilidade de se encontrar
o elétron. Outro equívoco, porque passa a idéia de que o elétron seria uma coisinha como
uma pequena bola escondida naquela fumaça (veja a Figura 3 abaixo). Não é nada
disso; o elétron não tem uma imagem clássica. A região sombreada corresponde a uma
representação gráfica do orbital 1s de um átomo de hidrogênio, mas de modo mais preciso
corresponde ao que seria a imagem da função de onda normalizada ψ100 que tem como
números quânticos l = 1,m = nl = 0 — para detalhes, Griffiths (2011), §4.2. O quadrado
dessa função, integrada sobre um volume dV indica, como se diz, "a probabilidade de
se encontrar o elétron no dado volume". Esse discurso, como vimos insistindo, é dúbio.
Trata-se de um nível de energia para o átomo: nada é dito sobre o formato do elétron,
muito menos que ele é ou deve ser algo "escondido" nessa região. Como diz Griffiths (op.
cit., p.116), a região é uma superfície de uma densidade de probabilidade constante. É
isso o que temos; qualquer inferência sobre a natureza do elétron é nossa, faz parte da
interpretação.
Dizer que o elétron é a região toda também não resolve o problema, pois estaríamos
identificando algo supostamente físico (o elétron) com uma abstração matemática (a fun-
ção de onda ou eventualmente — e com maior equívoco ainda — com sua representação
gráfica).20
A natureza dos objetos quânticos é algo discutível, mas aceita-se que se necessita de
uma ontologia que não tem nada a ver com a clássica (em Krause et al. (2012), damos
alguns detalhes do que seria uma ontologia quântica em comparação com uma ontologia
clássica).
Fig. 3 – Esquema do orbital 1s. No discurso comum, a área mais escura é aquela "onde é
mais provável encontrar o elétron".
20 A analogia com um conjunto difuso igualmente não é boa porque os elementos desses conjuntos
ainda são objetos dotados de identidade (ver abaixo), havendo somente uma ignorância em sentido epis-
temológico sobre onde eles estão localizados. No caso dos elétrons, a situação é outra; não temos imagens
dessas coisas, mas unicamente sua descrição matemática, dada pela função de onda que está concentrada
em torno do núcleo mas não tem ponto fronteira. (Um ponto fronteira de um conjunto é um elemento do
conjunto tal que qualquer círculo – para ficarmos no plano – com centro no ponto tem tanto elementos
do conjunto como elementos de fora do conjunto).
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Outro erro conceitual, na opinião deste autor, ocorre quando se tenta "explicar" o
famoso experimento das duas fendas. É comum o discurso de que, quando ambas estão
abertas, a partícula (o objeto quântico, seja lá o que ele for) passa pelas duas fendas
ao mesmo tempo, e que quando eles são enviados um a um, "eles interferem com eles
mesmos", isso para que se possa explicar o fenômeno da interferência.21 Nada disso é
dito pela mecânica quântica. Novamente, antes da partícula chegar ao anteparo, quando
ocorre o colapso, o que temos é um estado de superposição dos estados "passar pela fenda
1" e "passar pela fenda 2", mas isso não indica que temos de uma só vez as duas situações
isoladamente. De novo, é preciso constatar que a superposição "|passar pela fenda 1〉+
|passar pela fenda 2〉" não é a conjunção de suas sentenças, mas uma soma vetorial. A
mecânica quântica não fala nada da partícula antes de ela alcançar o anteparo. Isso é
coisa da interpretação dada, que, de novo pensa a partícula como uma pequena bolinha.
Com efeito, há algumas coisas que a mecânica quântica nos conta e que vão de encontro
à concepção usual que temos dos objetos físicos. Algumas delas são as seguintes, e se
referem ao elétron e ao experimento das duas fendas quando padrões de interferência são
observados. Nesse caso, são falsas as afirmativas seguintes: a) o elétron passa só pela
fenda 1 b) o elétron passa só pela fenda 2 c) o elétron passa pelas duas fendas d) o elétron
não passa por fenda alguma.
As razões são, de modo breve, as seguintes: uma vez que se verificou que o anteparo
apresenta franjas de interferência (veja a Figura 4), a) e b) têm que ser falsas, pois se
uma delas fosse verdadeira (o que implicaria que a outra seria falsa), o padrão observado
não seria o de interferência. c) não pode ser verdadeira pois não se pode "quebrar" uma
partícula em duas, exceto, de certo modo, na mecânica Bohmiana, onde cada partícula
é "guiada" por uma onda, assim havendo as duas coisas acopladas (veja a seção ()). A
sentença d) também não pode ser verdadeira, pois verificou-se que há registro no anteparo;
logo, algo passou. O problema, como o vemos, é que não estamos lidando com uma
entidade como aquelas descritas pela física clássica e que se conforma com os objetos de
nossa intuição.
Do ponto de vista lógico, isso traz um problema, que discutiremos na seção 9. Os lógi-
cos quânticos, como em Aerts et al. (2000), creem no entanto que a conjunção nas lógicas
quânticas se comporta como a conjunção da lógica clássica. Aceitando essa premissa,
como explicar a discrepância apresentada pelos quatro itens acima? "Classicamente",
eles não poderiam ser todos violados. Nossa explicação é a de que a negação das quatro
possibilidades se dá no nível metateórico, no nível da interpretação, e não na linguagem
objeto. Se não houvesse discrepância entre os níveis metateórico (das interpretações) e
teórico (do formalismo matemático), certamente não seria possível atribuir a um mesmo
formalismo interpretações distintas, mas apenas uma intererpretação "necessária".22
21 Não vamos revisar o experimento aqui. Uma descrição excelente, ainda que contendo o vício para
o qual estamos chamando a atenção, pode ser vista em Kumar (2009), p.267ss.
22 Em French & Krause (2006), oferecemos duas interpretações para o formalismo da mecânica
quântica não relativista; uma delas considera os objetos quânticos como indivíduos, ao par com seus
correlatos na física clássica; a outra os toma como não-indivíduos, entidades para as quais o conceito
usual de identidade não se aplica. Ademais, mostra-se que a física não nos permite determinar qual
interpretação é a "correta". Como dizemos naquele livro, a metafísica fica subdeterminada pela física.
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Por enquanto, como podemos entender uma situação como essa? O fato é que, usando
nossos cânones "clássicos", com os quais estamos acostumados, não temos como. A si-
tuação é completamente nova, completamente quântica. O elétron não é algo que possa
ser comparado a um objeto macroscópico qualquer, e seu comportamento não pode ser
descrito pela física clássica, como tentamos fazer quando imaginamos que uma dentre as
quatro afirmativas acima tem que ser verdadeira. Atualmente, experimentos com as duas
fendas têm sido realizados com coisas "grandes" para os padrões quânticos, como com
moléculas contendo 810 átomos! (Eibenberg et al. 2013) e os padrões de interferência
típico de ondas têm sido observados.23
No experimento das duas fendas, o que a mecânica quântica nos mostra são duas alter-
nativas de situações que podem ser observadas no anteparo; (1) uma situação envolvendo
franjas de interferência e (2) apenas uma dentre duas bandas de pontos, conforme a figura
abaixo, dependendo de qual fenda esteja fechada. Porém, nada sabemos sobre o que há
entre a fonte e o anteparo.
fonte
(1)
(2)
?
?
?
P(1)
?
?
?P(2)
?
?
?
?
?
?
P(1)&P(2)
?
?
?
?
?
?
?
?
???
?
?
P(1) + P(2)
Fig. 4 – Esquema ds resultados obtidos no experimento das duas fendas. O padrão P(1), é
observado quando somente (1) está aberta; o padrão P(2) ocorre quando apenas (2) está aberta.
O padrão P(1)&P(2) seria o esperado para as duas fendas abertas, mas não é o que ocorre. Pelo
contrário, o que ocorre é P(1) + P(2), um padrão de interferência.24
Com efeito, a interpretação é nossa. Como dito na Introdução, sempre que enfrentamos
uma situação nova à qual queremos dar uma explicação, iniciamos com o que temos às
mãos. No caso, a física clássica e nosso conhecimento dos comportamentos ondulatório
e de partículas, e na falta de coisa melhor, é essa a associação que fazemos. Assim,
baseados em nossos conhecimentos de física clássica e do senso comum, associamos à
primeira alternativa a um comportamento do tipo ondulatório, enquanto que a segunda
apresenta um comportamento do tipo de partículas. No entanto, nada disso é dito pela
mecânica quântica, que nos apresenta apenas os resultados matemáticos. Tudo o que a
mecânica quântica nos dá são as duas alternativas, só isso. Com efeito, "ser onda" e "ser
partícula" não são estados de sistemas quânticos, e nunca se vê uma superposição de "ser
partícula" e "ser onda", mas a função de onda (vetor de estado) é uma superposição de
"passou pela fenda 1" e "passou pela fenda 2".
Em 1970, o grande físico John Archibald Wheeler inventou uma analogia interessante.
Comparou a situação com um dragão de fumaça, do qual conhecemos o rabo (o que
acontece na fonte, por exemplo que tipo de radiação estamos emitindo, se elétrons ou
23 Em Pessoa Jr. (2006), capítulo XXXI, §8, comenta-se sobre esse tipo de fenômeno com outros
objetos "macroscópicos". Em Zeilinger (2005), comenta-se o experimento das duas fendas feito com
objetos como fulerenos, ou moléculas bolas de futebol , que são moléculas compostas de 60 ou 70 átomos
de carbono, algo considerado "grande" para os padrões quânticos.
24 No formalismo matemático, isso é explicado quando se toma o quadrado da função de onda (que
fornece a probabilidade):
∥∥∥P(1) + P(2)∥∥∥2 = ∥∥∥P(1)∥∥∥2 + ∥∥∥P(2)∥∥∥2 + 2Re 〈P(1)∣∣∣P(2)〉, sendo 2Re〈P(1)|P(2)〉 o
termo de interferência, o dobro da parte real do produto interno entre P(1) e P(2).
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fótons), e a cabeça, ou seja, os resultados observados, como as situações P(1), P(2) ou
P(1) + P(2) acima, e mais nada: tudo entre a cabeça e o rabo é fumaça, não sabemos
como é! Imaginar o corpo do dragão é coisa nossa. No entanto, insistamos, não podemos
imaginar "qualquer coisa". Por exemplo, supor que no interior da fumaça o sistema esteja
partilhando de estados contraditórios é equivocada pelos motivos já expostos.
8. Mach-Zehnder
Situação semelhante ocorre com o experimento Mach-Zehnder, quando é de novo er-
rado afirmar que a "partícula" percorre os dois caminhos ao mesmo tempo (Figura 5). A
mecânica quântica nada fala do que acontece com o sistema físico antes de ele alcançar
um dos receptores. Qualquer conclusão a esse respeito é coisa da interpretação. Se os
dois caminhos A e B estiverem disponíveis, o que ocorre se nenhum "observador" for co-
locado em um deles (de modo que se possa conhecer qual caminho o objeto percorreu), a
interpretação intuitiva e baseada na física clássica, que como vimos insistindo Dirac con-
siderava equivocada, é a de que a partícula passou por ambos os caminhos, caso em que
toda a radiação é detectada no receptor 1, e nenhuma no receptor 2. E isso ocorre mesmo
se for emitida uma partícula de cada vez. Mas se um dos caminhos estiver interrompido
ou sendo "observado", constata-se que 50% da radiação é detectada em cada receptor.
Uma vez que se emite uma partícula por vez (estando ambos os caminhos sem detetores),
só se pode pensar que a partícula percorreu ambos os caminhos de uma só vez, diz a
interpretação comum.
Mas, como pode uma partícula se dividir em duas se não há "meia partícula"? Isso
não faz sentido; não sabemos o que ocorre entre o rabo do dragão (a fonte) e a sua cabeça
(os receptores). Não temos como explicar isso coerentemente em termos daquilo com
o que estamos acostumados. Não há qualquer analogia "clássica" que possamos fazer.
Trata-se de um fenômeno tipicamente quântico, sem qualquer análogo na física clássica,
para a qual tentamos reduzir praticamente tudo para alcançar uma explicação. Uma
descrição ainda intuitiva, porém mais detalhada, pode ser vista em Krause (2017), cap.6.
Saliente-se que o comum é aceitar que a nossa ignorância acerca do corpo do dragão não
é de natureza epistemológica, pois isso nos faria ter que aceitar a existência de alguma
forma de variável oculta, mas (uma vez que afastemos o instrumentalismo) de natureza
ontológica. Colocando em termos diretos, o bicho é outro.
R2
BS 1 R1
BS 2


∗
fonte
receptor 1
receptor 2
A
B
Fig. 5 – O interferômetro Mach-Zehnder. Se os dois caminhos A e B estiverem disponíveis,
toda a radiação é observada no receptor 1, e nenhuma no receptor 2. Intuitivamente, isso indica
que a radiação passou por ambos os caminhos. Um beam splitter (BS ) é um dispositivo que, em
termos clássicos, divide o raio de luz ou outra radiação eletromagnética, fazendo-a percorrer os
caminhos disponíveis. R1 e R2 indicam refletores.
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Outro conceito problemático e sobre o qual muitos equívocos são postos é o de iden-
tidade. A tendência dos filósofos e cientistas em geral é não aceitar que possa haver
qualquer questionamento sobre esse conceito, e que ele é necessário (Bueno 2014). Claro
que primeiramente necessitamos saber do que estamos falando.
Temos uma noção intuitiva de identidade quando aceitamos que todos os objetos po-
dem ser identificados, pelo menos em princípio, como sendo aqueles objetos com os quais
já tivemos alguma experiência anterior; o computador à minha frente é o mesmo que o
que estava à minha frente ontem. Cada um desses objetos é único e diferente de todos
os outros. Se necessário, fazemos uma marca em cada um deles, colocamos-lhes algum
rótulo identificador, o que nos permitirá discernir mesmo entre objetos muito semelhan-
tes, como dois comprimidos de uma caixa de remédio. Os objetos que nos cercam são
indivíduos, são vistos como unidades, têm individualidade, podem ser individualizados,
isolados. Os conceitos de identidade, individualidade e individuação são geralmente tra-
tados como sinônimos, mas apresentam diferenças, discutidas em Arenhart, Bueno &
Krause (a aparecer), porém não repetidas aqui.
Há bastante tempo, David Hume colocou dúvidas sobre essa concepção intuitiva: a
tendência que temos de pensar que um objeto possa permanecer o mesmo, para o qual
atribuímos uma identidade, dever-se-ia a uma conexão que fazemos entre causa e efeito
(constância em nossas percepções), mas não temos qualquer garantia de que ele não sofreu
mudanças, mesmo que haja semelhanças que se mantenham (Hume 1985, p.74, e passim).
Assim, se considerarmos que a noção usual de identidade, dita identidade leibniziana,
pressupõe que nenhum objeto pode ter exatamente os mesmos atributos que qualquer
outro, quando sofre mudanças, como avançar na idade, o objeto já não seria mais o
mesmo, idêntico ao anterior. No tocante às entidades quânticas, Schrödinger disse coisa
semelhante:
"quando um objeto familiar entra novamente em nosso campo de percep-
ção, é usualmente reconhecido como uma continuação de aparecimentos
prévios, como sendo a mesma coisa. A permanência relativa de peças
individuais de matéria é a característica mais importante tanto da vida
diária quanto da experiência científica. Se algo familiar, digamos uma
moringa de barro, desaparece de nossa sala, teremos quase a certeza de
que alguém a carregou. Se após um certo tempo ela reaparece, pode-
remos ficar em dúvida se é a mesma moringa ou não — objetos frágeis
em tais circunstâncias frequentemente não são. Podemos não ser capazes
de decidir a questão, mas devemos não ter duvida de que a questionável
similaridade tem um significado indisputável — a de que há uma res-
posta não ambígua à nossa pergunta. Tão certa é a nossa crença na
continuidade das partes não observadas das sequências!" (Schrödinger
1998).25
Com efeito, na tentativa de encontrar o motivo das coisas nos parecerem indivíduos,
somos levados à procura de algum Princípio de Individuação. A literatura filosófica nos
apresenta dois grandes grupos de teorias a esse respeito, as teorias de substrato e as teorias
25 Para uma comparação mais detalhada entre esses dois autores sobre a identidade de objetos, ver
Krause & Becker Arenhart (2006).
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de pacotes de propriedades. Ainda que possam haver pequenas variações no âmbito de
cada uma delas, as primeiras se assentam na hipótese de que uma entidade como um objeto
físico não é apenas constituído pelas suas características (propriedades e relações), como
apregoam as segundas, mas que haveria algo para além das propriedades que conferiria a
individuação a uma entidade. A natureza desse "algo" permanece em aberto (ver Locke
(1995), Livro II, cap.23). Em (2008), Paul Teller afasta essa possibilidade com relação
aos objetos quânticos; para ele, no mundo quântico não há substrato ou haecceities de
qualquer tipo.
Porém, como veremos a seguir, a mecânica quântica nos fornece argumentos para que
possamos questionar essa noção intuitiva dada por alguma teoria de pacotes de proprie-
dades (mais abaixo). Portanto, parece surpreendente que ainda hoje, quando vivemos em
um tempo em que lógicas divergentes da lógica clássica são comuns, algumas das quais
questionando princípios e conceitos atávicos, como o terceiro excluído ou a lei da contra-
dição, ainda haja um taboo relativamente ao conceito de identidade. Para muitos, como
já antecipado acima, esse conceito é inquestionável, necessário para toda e qualquer forma
de expressão racional (Bueno 2014). Que isso não é assim, tem sido apontado em alguns
artigos (ver, especialmente, Krause & Arenhart 2018).26
As entidades quânticas como átomos, elétrons e prótons não podem ser inspecionados
visualmente, mesmo que para isso utilizemos microscópios muito potentes — tudo o que
teremos serão representações dessas coisas, assim como temos representações (simulações)
de fractais em uma tela de computador, apesar de que fractais são coisas não computáveis.
Não devemos nos iludir, portanto, com as pretensas imagens de átomos que encontramos
na internet e em revistas de divulgação. Essas entidades nos são dadas pelas leis das
teorias (de pacotes de propriedades) que utilizamos. Por exemplo, um elétron é algo
que tem massa m = 9, 1 × 10−28g, carga elétrica e = 4, 8 × 10−10e.s.u.27 e spin = 1/2
(em unidades de h¯). Aquilo que satisfaz essas condições é um elétron; são características
que podemos chamar (em sentido aristotélico) de essenciais. Se algo tiver a mesma
carga elétrica e o mesmo valor de spin, mas massa igual a 1, 9 × 10−25g, não é mais um
elétron, mas um muon. Não há elétrons mais gordos ou mais magros; se mudam-se essas
características, mudam-se as entidades. Ademais, todos os elétrons têm essas mesmas
propriedades, este aqui na ponta do meu dedo e aquele lá em Antares. Sua distinção é
dada pela localização, mas mesmo isso apresenta problemas, como apontado em Krause
(2018).28
Em resumo, o que se passa é o seguinte. Se queremos tratar de um sistema com dois
objetos quânticos de mesmo tipo (tendo as mesmas propriedades "essenciais"), como os
dois elétrons referidos, devemos fazer isso por meio de uma função que é simétrica ou
anti-simétrica relativamente à permutação dos nomes dessas partículas (os rótulos que
somos obrigados a utilizar por causa das limitações de nossa linguagem como "partícula
1" e "partícula 2"), como no vetor (2). Se a tal função (dita função de onda) for simétrica,
uma troca de "partícula 1" por "partícula 2" e vive-versa não a altera, mas ela troca de
26 Outros pensadores do início do século XX colocaram questionamentos relativamente a esse conceito,
mas não trataremos disso aqui, deixando essa constatação para um trabalho futuro.
27 ESU indica o sistema de unidades eletrostáticas.
28 Se formos descrever o elétron que está no meu dedo pela função de onda (vetor de estado) ψD
e o que está em Antares por ψA, quando consideramos o sistema conjunto, a função de onda será algo
como a função (2), simplificadamente (exceto por constantes) ψAB = ψA +ψB, uma superposição das duas
funções. E, nesse caso, não termos mais como discernir entre os elétrons.
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sinal se a função for anti-simétrica (como no caso dos elétrons). Isso na verdade não
importa, porque a função de onda (chamemo-la de ψ) não tem qualquer papel ontológico.
Apenas o seu quadrado |ψ|2 tem significado físico, representando uma probabilidade. Ou
seja, não falamos desse elétron (por meio de uma função de onda 1) e daquele elétron
(por meio de uma função de onda 2). O que fazemos para nos referir a ambos os elétrons
é usar uma função anti-simétrica (no caso de férmions) que não distingue esse sistema
daquele sistema. Não há identidade no sentido clássico.
9.1 Observação sobre a mecânica de Bohm. Como acima nos referimos à mecânica
bohmiana, é conveniente falar algo sobre ela. É discutível se a versão da mecânica quântica
devida a David Bohm constitui uma formulação alternativa ou se é uma teoria diferente.
O fato é que a metafísica associada a essa mecânica é semelhante à clássica. Os sistemas
físicos mais elementares são uma associação entre uma partícula e uma onda piloto, que
"guia" a partícula. A partícula tem características "clássicas", tendo um comportamento
semelhante àquelas descritas pela física clássica: elas têm identidade, trajetórias bem
definidas, dentre outras coisas. No experimento das duas fendas, assume-se que a partícula
passa por uma das duas fendas e a onda passa por ambas, e é essa onda que produz o
fenômeno de interferência. A mecânica bohmiana, ao que tudo indica, é empiricamente
equivalente à mecânica quântica "usual", mas isso também é discutível. As partículas,
como na física clássica, têm posições bem definidas a cada instante de tempo, e mesmo
suas trajetórias podem ser seguidas por meio de medições fracas, que não interferem na
trajetória das partículas.29
O fato é que, como temos visto, não se pode observar a partícula passando por uma
fenda; se isso for feito, o padrão de interferência desaparece. Saliente-se que o resultado
observado no experimento não depende da teoria considerada. Assim, a descrição acima
de que a partícula passa por uma das fendas e a onda por ambas é apenas uma suposição,
mais uma, mas a intuitivamente a mais consoante com a teoria de Bohm.
10. E a lógica?
Em 1936, G. Birkhoff e J. von Neumann estenderam algumas idéias avançadas por
von Neumann em um livro de 1932. Nesse trabalho, os dois advogaram que conside-
rando os estados dos sistemas quânticos como superposições de autovetores de operadores
hermitianos sobre um adequado espaço de Hilbert, os quais representam os observáveis,
resulta uma álgebra de subespaços desse espaço que fere a distributividade da conjunção
(interseção de subespaços) relativamente à união (mais precisamente, ao espaço gerado
pela união de subespaços), fazendo com que esses "conectivos" destoem daqueles da lógica
clássica; para detalhes, ver o cap. 8 de Jammer (1974), Aerts et al. (2000). A partir da
década de 1960, esse campo começou a ser estudado sistematicamente, caracterizando o
que ficou denominado de Lógica Quântica (para históricos, ver o capítulo 8 de Jammer
(1974), Beltrametti & Cassinelli op.cit., de Ronde et al. 2018).
Muitas lógicas quânticas foram desenvolvidas a partir daí (Dalla Chiara et al. 2004,
Svozil 2005, Pavičić & Megill 2009). No entanto, prosseguiram como um estudo paralelo,
notadamente nos dias de hoje, quando a área tornou-se quase que totalmente o estudo
29 Ocorre algo parecido como quando você arremessa uma pedra e vê a sua trajetória no ar; os fótons
que incidem sobre a pedra causam tão pouca modificação em sua trajetória que ela pode ser observada.
Mas isso já extrapola os nossos objetivos; o leitor interessado pode ver uma interessante defesa da teoria
de Bohm, explicando as medições fracas inclusive, em Bricmont 2016, pp.135-6.
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da computação quântica, sem que houvesse uma fundação sistemática da teoria quântica
tendo uma dessas lógicas como lógica subjacente. Com efeito, se olharmos um livro qual-
quer de mecânica quântica ou mesmo de suas extensões à mecânica quântica relativista,
não encontramos qualquer lógica quântica sendo previamente descrita. A lógica, bem
como a matemática, continua sendo a clássica. Isso certamente funciona bem do ponto
de vista do físico mas, como estamos vendo, apresenta uma bela quantidade de problemas
dos pontos de vista conceitual e filosófico.
Uma tentativa radicalmente diferente foi proposta por Domenech et al. (2008) e
(2010). Nesses trabalhos (ver também Krause & Arenhart 2018b), elaborou-se uma for-
mulação da teoria dos espaços de Fock, que fundamentam a teoria quântica das partículas
sem interação, em termos de quase-conjuntos, uma teoria matemática que permite a
consideração de entidades destituídas de individualidade, como parecem ser os objetos
quânticos na visão de muitos. Nesse caso, trata-se sem dúvida de uma fundamentação
dessa disciplina utilizando-se uma lógica distinta da clássica.
O tema da lógica da mecânica quântica, em distinção à lógica quântica, permanece
atual e relevante. Se formos levar em conta alguma interpretação particular, como aquela
que vê os objetos quânticos como entidades destituídas de identidade em sentido clássico,
uma nova base matemática seria recomendável. Esse assunto é discutido particularmente
em Krause (2018b).
11. Paraconsistência
Para não sermos completamente negativos com relação à possibilidade de se utilizar
uma lógica paraconsistente em mecânica quântica, salientaremos dois pontos em adição
ao que já se disse acima na nota de rodapé 12. Em da Costa e Krause (2006), usamos uma
lógica paraconsistente, denominada de lógica paraclássica para acomodar o conceito de
complementaridade, ao qual demos uma interpretação. Não discutiremos esse caso aqui.
O que queremos sugerir é que talvez se possa utilizar essa mesma lógica para dar conta de
casos como o do gato. Suponha que adotemos a interpretação dosmuitos mundos (Wallace
2012). De acordo com essa interpretação, depois da medição o mundo de parte em dois
(ou mais), um no qual o gato está vivo e outro no qual ele está morto. Esses dois mundos
existem, são reais, mas não se comunicam. Ou seja, temos "gato vivo" e "gato morto",
mas não a sua conjunção; a lógica paraclássica não é adjuntiva, ou seja, de duas fórmulas
α e β nem sempre se pode formar a sua conjunção α ∧ β. Assim, poderíamos ter "gato
vivo" e "gato morto", porém não em um mesmo mundo, como já dito na nota referida
acima. Adiantaria em algo? Não creio. O importante é que, mesmo nessa situação, antes
da medição a situação continua exatamente como descrita acima, sem contradição.
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The common present in a block universe
Yuri Balashov1,2
Abstract
Our present experiences are strikingly different from past and future
ones. Every philosophy of time must explain this difference. It has long
been argued that A-theorists can do it better than B-theorists because
their explanation is most natural and straightforward: present experi-
ences appear to be special because they are special. I do not wish to
dispute one aspect of this advantage. But I contend that the general
perception of this debate is seriously incomplete as it tends to conflate
two rather different aspects of the phenomenon behind it, the individual
and the common dimensions of the present. When they are carefully dis-
tinguished and the emerging costs of the A-theories are balanced against
their benefits, the advantage disappears.
1. Introduction
Our present experiences are strikingly different from the past and future ones. There
is a sense in which the former are available to us while the latter are not. Your experience
reading this paper is a case in point; some philosophers say that this experience is available
to you in a way your breakfast earlier this morning is not. Or suppose I am sitting in
a concert, listening to the last movement of Tchaikovsky’s Sixth Symphony and having
a characteristic - intensely sad and hopeless - experience associated with it, which can
be usefully contrasted with the serene and uplifting experience from the previous, third
movement. Again, the sad experience is available to me in a way the uplifting one is not.3
Every philosophy of time must explain these data. It has long been argued that A-
theorists can do it better than B-theorists4 because their explanation is most natural and
DOI: 10.21452/LnA_serie_n_v01_book_seminario-logica-no-aviao-2013-2018_yuri-balashov_p.123-134
1 Department of Philosophy, University of Georgia. Email: yuri@uga.edu.
2 My thanks to Jordan Lavenver, Tom Sattig, Jeff Goodmann and the audience at the Pacific APA
meetings in Seattle, Washington (April 2017) for very stimulating discussions of the issues raised in the
paper.
3 To say that only the present experiences are “available” to us is just one - and by no means
uncontroversial - way of making sense of the vague feeling that they are special. See Skow 2011: §5-6.
The controversial part comes from insisting that ‘available’ means available simpliciter, not available at
t. Alternatively, one could argue that presentness somehow shows up in the representational content of
experience, or in its phenomenal character (or in both). These two ways of conceptualizing the above-
noted intuitive feeling seem to me rather implausible and inferior to the first. But taking a stand on
this recently debated issue (see Skow 2011, 2015; Prosser 2016) is orthogonal to my agenda in the paper.
So my use of the term ‘available’ in this context is rather non-committal and merely intended to give a
handy label to the peculiar sense in which our present experiences are distinguished over past and future
ones according to those who think they are so distinguished. Other terms can and have been used for
that same purpose.
4 Here and below I use the terms ‘B-theory of time’, ‘eternalism’, and ‘block universe’ interchangeably
to denote the view that all moments of time and their contents enjoy the same metaphysical status. And
I take the denial of this view to be the central feature of all ‘A-theories of time.’ While all A-theories
- presentism, the “moving spotlight” theory, and the “growing block” theory - agree in attributing a
privileged metaphysical status to the present they disagree on the nature of this privilege (see the main
text immediately below). Although the issues considered in the paper affect all A-theories of time, they
2. Individual and Common Present
straightforward: present experiences appear to be special because they are special. For
the presentist, they are special in being real or existent, as opposed to non-real or non-
existent. For the moving spotlight theorist, they are special because the spotlight of the
present is shining on them. For the growing block theorist, they are special because they
lie on the edge of the growing block.
These data constitute a challenge for the B-theorists who recognize no metaphysical
difference among present, past, and future. Think of temporal experiences as items at-
tached to our spacetime trajectories in the eternalist block universe spread out in four
dimensions. All your experiences - eating breakfast earlier this morning, reading this
paper, and many more - are equally yours, as the block universe contains a single you
but many experiences, and each of them is eligible to represent your perspective on the
universe. And all my temporal experiences, including the sad and the uplifting ones, are
equally mine. You believe, however, that you are reading this paper rather than enjoying
the breakfast. And I believe that I am having the sad experience, rather than the uplift-
ing one. This belief in the exclusive nature of our present experiences may or may not
be veridical, but it needs to be explained. B-theorists have attempted to discharge this
task by combining various linguistic and metaphysical resources ranging from the seman-
tical reduction of tense and the indexical analysis of ‘present’ to radically rethinking the
ontology of you and I.5 While there is disagreement among the B-theoretic approaches
as to how much of the above is necessary virtually everyone - the friends as well as the
foes of eternalism - agree that there is some cost to be paid.6 The general perception
is that B-theorists have work to do, perhaps hard work, to accommodate the apparent
distinction between present and non-present temporal experiences, and that explanation
does not come about so naturally as in the A-theories. As a result, the A-theories have
enjoyed significant dialectical advantage on this particular score.7
I do not wish to dispute one aspect of this advantage. But I contend that the general
perception of this local debate is seriously incomplete and may be distorted, as it tends
to conflate two rather different aspects of the phenomenon behind it: the individual
and the common dimensions of the present. When they are carefully distinguished and
the emerging costs of the A-theories are balanced against their benefits the advantage
disappears. Or so I argue below.
2. Individual and Common Present
The above examples mention our individual present experiences (IP) - your reading
this paper and my listening to the last movement of Tchaikovsky’s Sixth Symphony.
These experiences seem exceptional to you and me, but nothing in the block universe
favors them over our corresponding past or future experiences. Although this poses a
prima facie problem for B-theories let us set it aside here and assume that somehow or
can be illustrated most clearly in the context of presentism, which is the main focus of my discussion;
but I will make a few comments on other A-theories as well.
5 For a classical B-theoretic defense of the semantical reduction of tense and the indexical analysis
of ‘present’, see Mellor 1998. For arguments that these resources are not enough, and that explaining
the exclusive nature of the present experiences requires explicit rejection of the common-sense view that
persons persist by enduring, in favor of stage theory, or perdurance, see Hoy 1978; Balashov 2005, 2015,
2017; Torre 2010; and Skow 2011, 2015.
6 Important exceptions include Mellor (1998: 42-45) who thinks that no cost is to be paid, that the
problem of the “presence of experience” (his name for it) is easy for the B-theorist.
7 Which may, of course, be offset by the disadvantages aﬄicting the A-theories on other scores, from
physics to truth-making. I put them aside here.
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other - perhaps by developing a convincing account of the indexical nature of IP8 or by
explicitly adopting the stage view of persistence - B-theorists can handle this problem and
resist the A-theoretic notion that explaining IP requires a unique and objective present.
It is still true that every person has many temporally restricted perspectives on the block
universe, each confined to a particular time. But let us suppose that this does not stand
in the way of explaining why our ‘current’ individual perspectives appear so exceptional
to each of us.
I submit, however, that this is only part of what needs to be explained. The other
part has to do with the fact that we all seem to share a common present. As aptly put
by Butterfield, “we think of ourselves as sharing a common, albeit ever-changing, now”
(1984: 161), where this is explicated as follows: “two people share a now if they agree in
their judgments about what is now the case, i.e. in their present-tensed judgments” (1984:
174). This characterization will be made more precise below. But to give an example,
suppose you and I are at the concert together and, shaken by the experience of listening to
the final movement of Tchaikovsky’s Sixth Symphony, I whisper to your ear, “It’s so sad!”
You whisper back, “Yes, it’s hopeless.” Clearly, our agreement is about short stretches
of our individual experiences separated by a few seconds. On a much larger scale, we
also agree - in a different sense of ‘agree’ - that 2019 is present, that Trump’s presidency
is present, and so forth. Such agreement can manifest itself in many direct and indirect
ways, but initially it seems to pose a separate problem for the eternalist. Even if she can
explain away our beliefs in the exclusive nature of our IPs there seems to be a further
problem of explaining why they are “coupled” and “coordinated” in ways that allow us to
share a common present. For example, my 21:00:00 symphony-listening stage should be
thus coupled with your 21:00:10 stage9 but not with your 20:45:00 stage (which is exposed
to the previous, serene and uplifting, movement). Why are they so coupled? Call this the
problem of the common present (CP).
As I understand it, my notion of CP (which will be further detailed in the next section)
is very close to what Butterfield (1984) and Callender (2008) call a “common now.” They
both think a common now is something on which we can “agree” or “disagree,” and I used
this language in my initial description of CP above. But this use is rather special and
needs a brief comment or two. First, we can disagree about a lot of things for a thousand
reasons, simply because we may have different beliefs about something. We need to set
all of that aside. The only agreement or disagreement of interest to us has to do with
whether something is going on, or is present. Second, such agreement or disagreement is
normally implicit. It manifests itself in various remarks, if we make them; in our responses
to certain stimuli and prompts, if we do respond to them; and so forth. This suggests
that it may be helpful to think of it as having a broadly dispositional nature. Assuming
all that, how can we possibly “disagree” about the present - about what is currently going
on, or about “what is now the case” (as Butterfield puts it)?
8 From now on ‘IP’ will be interpreted more broadly to include not only individual experiences (such
as seeing a green traffic light), but also individual actions (such as crossing a road) and other episodes
and events, both physical and mental, involving individuals.
9 To allow for a short time lag involved in our quick communication and in perception processing.
More on such time lags below. For the purpose of this discussion I use ‘stage’ as a neutral term not
committing one to a particular view of persistence. Thus ‘my 21:00:00 symphony-listening stage’ is
roughly synonymous with ‘the 21:00:00 symphony-listening temporal stage of my life’. This is how
the term was used by many philosophers (e.g. in debates about personal identity) before the recent
development of the stage theory of persistence, where the term acquired a more demanding meaning.
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I can think of a few cases. Suppose you are watching a basketball game and listening
to a commentary, and it all goes very fast. The commentator says, “Wow, isn’t that
great!”, referring to Michael Jordan’s pass to Dennis Rodman who then scores a fantastic
slam dunk, which causes you to say or think, a split second later, “That is great!” Clearly,
you and the commentator do not share a common present, because you react to different
external events, which rapidly succeed each other. You do not disagree on the quality of
Jordan’s pass, but you fail to agree about its presentness.
Here is another case, on the opposite side of the spectrum. Suppose you and I commu-
nicate by email, and we both think that everything Obama does is wonderful. But I am
really slow in responding to emails. You write, “Our president is wonderful, as always!”
A few weeks later I get to read your email and respond (referring to Trump), “No, he is
not.”
These examples are not straightforward and may eventually turn on the peculiar ref-
erential behavior of indexicals and demonstratives. Why is it not straightforward to come
up with examples of disagreement on the common present, on whether something is go-
ing on? I think it is because we have been conditioned by evolution to agree on it, not
because it is impossible to disagree. The time lags involved in perceptual processing, the
duration of the relevant external events, the way our communication goes, our reaction
times, and in general the speed with which we tend to respond to various stimuli and
prompts have all been shaped and selected by evolution to maximize our success. Our
coherent perception of the common present10 - our implicit agreement on “what is the
case” - is part of this success.
To illustrate this point, consider another case. Imagine you and I are in a jungle
and there is suddenly a tiger in front of us. Suppose your relevant dispositional state,
including your readiness to do certain things and avoid others, can be associated with
your belief that there is a tiger in front of us, and that we should do something to save
our lives. And suppose my dispositional state can be associated with my belief that there
is no tiger in front of us, although there could be. In this situation, we may “disagree,”
in the above-noted extended sense of the term, on whether something is going on. And
it may have dramatic consequences. It also explains why we rarely in fact disagree about
CP in such cases.11
Characterizing these cases in terms of disagreement about a common present requires
walking a fine line: we do not want an interesting concept of CP to rule out the possibility
of disagreement about it; but we do want to maintain that we agree about it most of the
time. Alternatively, one could say that in such cases we do not “disagree” about a common
present; rather we simply lack a common present of a certain kind. And instead of saying
that we “agree” on a certain CP, we could say that we share or have it.12 The problem of
CP could then be put as follows: why is it that some of our IPs (e.g. my breakfast and
your breakfast) can be parts of a certain CP (namely, the kind of CP that is normally
associated with having meal together), but others (e.g. my breakfast and your dinner)
cannot?
10 More precisely, of the many common presents; see the next section.
11 As Callender puts it, “large time lags plus fast tigers wouldn’t help reproduction” (2008: 348).
12 This alternative terminology eliminates the distraction of working with the special sense of “agree”
and “disagree” noted above. For stylistic reasons, and to preserve some continuity with the earlier
literature, I shall occasionally use the terms agree and agreement below when talking about sharing
a CP, or simply having a CP. As indicated above, agreement or disagreement in question is most often
implicit, may involve broadly dispositional states, and concerns only the temporal characteristics of the
relevant external events and of our IPs.
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When stated in these terms the problem may initially strike one as being completely
trivial. And in one sense, this is entirely correct (see §4-6 below). But it is important
not to lose track of where we are in our discussion at this point. We began with the
B-theoretic picture of IPs scattered across the Block Universe. We then assumed that the
B-theorist could explain why each of us has a particular privileged IP. Again, some think
this is easy - perhaps “as easy as indexicals,” to put it in a slogan. Others disagree. But
we presumed that this could be done, one way or another, and that our IPs emerged from
this picture as being locally privileged. So far so good. But I think we cannot stop here.
Suppose my breakfast is locally privileged for me, and your dinner is locally privileged for
you. Why do these IPs not belong to a common present of the relevant sort? I submit
this is an interesting further question to raise, at this particular juncture.
We tend to pass over CP because it is not such an immediate - obvious and striking
- datum as IP. Your current individual pleasure or pain imposes itself on you in a way
that is hard to ignore. Our realization that we share or fail to share a common present is,
in contrast, at a remove from immediate experience. Directing attention to it requires a
shift of focus and some abstraction. And it may remain indirect even after that, lurking
in some dispositional form. More importantly, it requires interaction and communication,
and it involves time lags (of which more below). But despite being a bit elusive, CP is a
significant fact to be accounted for. I contend that the ability to account for it is no less
important in the overall cost-benefit analysis than the ability to explain IP.
Now, it might seem that the A-theories have an obvious advantage here too; for
couldn’t they explain IP and CP in the same uniform way by relating it to the objective
ontological global present? And CP might initially look like more headache for the B-
theorist; she had to work (hard) to make sense of the apparent exclusive nature of our
IPs, and now she seems to be saddled with an additional problem of pairing them up in
the right way.
Surprisingly (or perhaps not; see below), the situation is reversed here. The eternalist
can offer a very elegant, compelling, and almost automatic explanation of CP. Indeed it is
so compelling that the best strategy for the A-theorists of all stripes is simply to borrow
and adapt it to their metaphysics of time. I consider this option in §5. I will argue,
however, that in doing so, the A-theorists incur significant costs that undermine the unity
of their position and reduce the benefits they may enjoy from IP.
3. The Nature of the Common Present
But the first order of business is to get clearer on the nature of CP. As already noted,
our realization that we share a common present is most often implicit and indirect. We
rarely ask each other questions about what is currently going on. Most of the time we
simply act, communicate and interact with one another and with our environment in
many different ways. CP is best thought of as a by-product of this ongoing interaction.
So unlike IP, CP is not an individual experience or action, nor even a sum of such items.
CP is partly constituted by IPs, but normally involves a lot more. If you and I are exposed
to some external event then both the event and the relevant stretches of our IPs - those
involved in our interactions with the event and with each other - become part of our
common present, as we would be quick to confirm if asked. In most cases, our interaction
with each other and with our environment constitutes a complex network of entangled
processes including, at the very least, the external events themselves, our reactions to
them, our communication with each other, as well as other related events, processes, and
actions, which may be long and short, direct and mediated, active and passive, uni- and
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bidirectional, with various degrees of overlap and no well-defined boundaries. It is not
possible to describe the infinite variety of such transactions. But taken together, they
create a sense of a common present in us.
More precisely, each sufficiently delineated subnetwork of interrelated external events,
the relevant stretches of our IPs, and our communication about them circumscribes a
specific common present. The notion of CP so understood is causal, temporally-extended,
context-relative, vague, and local. Each of these features requires a brief comment.
First, CP is causal. This is obvious from the above description.
Second, in addition to being extended in space, CP is extended in time. This is a
consequence of its causal nature. Suppose you and I hear a roaring thunder and realize
that it occurs in our common present. The CP that we thus share includes, at a minimum,
certain characteristic sound wave disturbances in our vicinity, our auditory responses to
them, which themselves take time, various reactions that may result from it, as well as
our subsequent communication about our individual experiences.13 Besides spanning a
certain region of space (say, a few thousand feet) these transactions span a finite interval
of time (say, two or three seconds). Together they occupy a local spacetime region.
My individual experience of the thunder, your experience of it, as well as our exchange
about our experiences are all part of this CP. A worthwhile contrast here is with your
experience of the lightning ten seconds earlier. The lightning is not part of the relevant
common present.
On the other hand, suppose we exchange views about Trump’s first presidency. Even
a short fragment of our exchange may take quite some time and span a longer common
present. Trump’s ongoing presidency is part of this CP whose extent may range from
several minutes to several days or even months (if we communicate by email or on blogs).
The contrast here may be with Obama’s presidency, which is no part of this CP.
This shows, third, that the temporal extent of CP is context-relative. What we take to
be our common present may be short or long depending on the context. More examples:
sharing a CP in the context of listening to a symphony movement requires exposure to
roughly the same relatively short sequence of musical sounds. My 21:00:00 stage and your
21:00:10 stage are in this situation. Failure to be so exposed constitutes failure to share
a CP. My 21:00:00 stage and your 20:45:00 pm stage are in that situation. On the other
hand, living during a war sets a rather different margin for sharing a CP. Our stages
separated by 15 min will normally fit in it, but our stages separated by a month may not.
The above three features of CP have a consequence that each of us can at any time
belong to many different CPs of different extents and different degrees of overlap with
each other.
Fourth, CP is typically vague in that its spatial and temporal boundaries are not
precisely defined, even in a given context. Many factors contribute to this vagueness.
13 The time lags normally involved in perception and communication do not prevent us from forming a
solid notion of a common present in ordinary cases of observing and touching nearby objects, or hearing
sounds produced by nearby sources, or communicating with nearby persons. In most such cases the
experiences we communicate to each other (and which we take to be occurring in our common present)
are caused by objects and processes that change sufficiently slowly for our reports of them to be veridical
and to fit properly in the margins created by the time lags of communication, observation, and so forth.
The significance of such time lags in the genesis of our idea of the present has been discussed by Butterfield
(1984), Stein (1991), and Callender (2008). And where the changes are very fast it is often unclear whether
our observations and reports refer to the same common present. In such cases we cannot be sure that we
really share a common present when communicating with each other; recall the basketball commentary
example from §2.
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But as with other vague phenomena, there are clear cases of falling within a CP (in a
given context) and clear cases of failure to do so. The above examples provide some such
cases. Our experiences of the thunder, as well as our quick communication about them,
are clearly part of the CP associated with the thunder. Your experience of the lightning
is clearly not part of it. My experience of the very first sound of the thunder may be a
borderline case. And all of the above are clearly part of our CP associated with Trump’s
presidency.
Fifth, CP is local. Its spatial extent is limited to the events that can have some,
perhaps indirect, causal influence on us, and to those we can have influence on, during
the finite stretch of time associated with a given CP. What is happening in the Magellanic
Clouds right now (if the question even makes physical sense) is not part of our common
present (i.e. no part of any of our CPs). This immediately explains why we do not care
about it. In general, it is natural for us to care about what is within our “causal reach”
and ignore what lies outside it. And when it comes to CP it is natural for us to restrict
its scope to the events that belong to a causal nexus of processes directly involving or at
least partially engaging our IPs. The details may be complicated and vary considerably
from case to case (the contextual nature of CP comes into play here). But limiting the
scope of CP to local occurrences explains why we are inclined to include in our common
present a certain roaring thunder, but not a certain process, however dramatic, happening
right now in Io’s atmosphere.14
There is, no doubt, more to say about the nature of CP. But what has been said
is enough to revisit and put into sharper focus the questions posed at the end of the
previous section: Why do we share many common presents? Why does a given CP couple
our IPs in the right way? What is the coupling mechanism whereby our individual, locally
privileged IPs become entangled in a common present?
4. The Common Present and Self-Selection
First, put yourself in the shoes of an eternalist who believes in a single block universe
filled, among other things, with our worldlines extending from birth to death. Various
short fragments of such lines incorporate our IPs. Some of them interact with each other
and with the local events, and form the notion of CP, as described above. Why do we
generally “agree” on what it includes? That is to say, why do we share a certain context-
relative CP? The eternalist explanation is embarrassingly simple. Indeed, it is difficult
to pose the above question without answering it. We agree on, or share, a particular CP
because the agreeing (sharing) can only be done by those of our locally privileged IPs
that belong to this CP.
As is clear from the description in the previous section, the common present is a
causal phenomenon. Our “agreement” on a given contextually-relevant CP - our coming
to share it - is just another causal process implicated in it. To agree on a given CP,
we need to interact with each other and with the local events. And causal interaction
of this sort naturally produces agreement thanks to a self-selection effect involved in the
relevant causal transactions. Why do my 21:00:00 stage and your 21:00:10 stage agree
that the music is so sad? Because the particular CP associated with it includes the short
stretches of our IPs borne by our individual stages, which also do the agreeing, within the
14 Such a process should not be confused with our perception of it, which may be happening right now
and be part of our CP. The local nature of the common present, or “common now,” has been emphasized
by Stein (1991), Butterfield (1984), Gibson and Pooley (2006), and Callender (2008).
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relevant time margins involved in auditory processing and subsequent communication.15
In contrast, your 20:45:00 stage and my 21:00:00 stage cannot share a musical CP of the
relevant sort (associated with the last - sad and hopeless - movement of the symphony),
and hence cannot be constitutive of the corresponding CP, simply because they do not
belong to a common causal network of processes typically associated with fleeting musical
experiences.16
The eternalist explanation of CP is thus very efficient: CP emerges as a by-product
of ongoing causal interaction of the subjects of experience amongst themselves and with
their environment. It originates in the self-selection of locally privileged IPs spread over
the block universe. Self-selection has plenty of material to work on in the block universe!
Not so in the presentist universe. Or at least not obviously so.
The presentist universe considered at a certain time includes, say, my 21:00:00 concert
experience and your 21:00:00 concert experience. It does not, in addition, include your
20:45:00 concert experience. Nor does it include your 21:00:10 experience. How does a
particular CP get built from the IPs available to the presentist? If the presentist were to
be guided by her native ontology she should start by thinking of CP as “IP writ large.”
To wit, she should insist on the ontological nature of the IP-coupling mechanism: our
individual IPs become part of a single CP by sharing an objective global present, and
they do so in virtue of their sheer existence. If this explanatory strategy worked it would
provide an elegant unified account of both IP and CP. But it doesn’t work. The presentist
may have a good story to tell about IP, by grounding it in the global ontological present.
But the latter is at best an idle wheel in explaining CP, which has a causal and not an
ontological origin.
To see it even more clearly, try this thought experiment. Posit the presentist’s global
ontological present but eliminate causal interaction among the subjects of experience, say,
by confining them to isolated places; think of the Monte Cristo story.17 Each of them
would still have a sense of a distinguished, locally privileged individual present, and the
presentist could relate it to the global ontological present.18 But the subjects would not
have a sense of a common present. And to the very limited extent they did - say, by
gleaning incidental bits and pieces of information from prison guards, hearing occasional
external sounds, catching vague glimpses of light and shadow through the window, and so
forth - their limited sense of the common present (i.e. of the present they share with their
immediate environment) would be causal from top to bottom. The presentist’s global
ontological present would be of no help in instilling it in them.
Now eliminate the objective ontological present but restore causal interaction and
populate the universe with the rest of the eternalist material (i.e. the past and the future).
15 See notes 9 and 13.
16 This does not prevent them from sharing another, more generic kind of CP associated, say, with
the whole symphony.
17 Edmond Dantès, the protagonist of Alexandre Dumas’s famous novel The Count of Monte Cristo,
was imprisoned for many years in the Château d’If, lost track of time, and only regained it when he met
a fellow prisoner, Abbé Faria.
18 How? Presumably, by saying that the present experiences located in the global ontological present
are all the experiences there are. The moving spotlight theorist will say that the present experiences
are those in the spotlight. The growing block theorist will say that the present experiences are those on
the edge of the growing block. This sense of the privileged present instant is crucial to the A-theories’
respective accounts of the distinguished individual present, for it is expected to explain why subjects
have a privileged sense of what they are experiencing now in the first place; it must explain the presence
of their individual experiences. Different A-theories approach this explanatory task in different ways. I
cannot go into details here.
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The eternalist would then have to confront the problem of the individual present and
come up with some admittedly revisionary account of it. That is to say, she would need
to reconcile the existence of her multiple IPs from different times with her belief in the
privileged status of one of them, which she calls the present. But it is precisely the
abundance of IPs from different times that also gives her a very natural way of building a
common present from the multitude of individual presents by means of causal interaction
and self-selection. Indeed, the eternalist does not need to “build” it. All she needs to do
is watch it being self-built: the only temporal stages of you and me that can agree that
they live in a common present are those that do live in a common present, since sharing
a CP requires causal overlap. Adding the objective global present could neither add nor
subtract anything from this account. This shows that the global present plays no role in
it.19
One might object that this reasoning confuses the existence of the common present
with our perception or concept of it, and that the A-theorist still has a better explanation of
the former. On her view, the common present exists out there, objectively, and we simply
become aware of it by interacting with each other and with other objects belonging to
the common present, and by making use of short-term memory. The eternalist cannot
tell this kind of story about CP.
But is it a good story? What we become aware of when we form a concept of CP
is not the A-theoretic present. Our concept is of the causal, temporally extended, and
spatially local common present. Consider distant objects such as the Magellanic Clouds.
They are every bit as real as we are, and what goes on in them right now (again, if
the question makes physical sense) is part of the A-theoretic present. But is it part of
our common present? No. Our concept of CP is local, while the A-theoretic ontological
present is global. So if one wants to explain the origin of our CP then the eternalist’s
causal network of local processes, contextually bound into a particular CP, must be the
centerpiece of such explanation. It does all the heavy lifting.20
To sum up: the common present has a causal nature and is grounded in the self-
selection of the individual stages of experience. The eternalist can simply take this at
face value and offer a very natural explanation of CP, which draws on the plenitude of
times and of the individual temporal experiences available in a block universe.
I think this calls for a reassessment of the dialectical situation between eternalism and
its rivals vis-à-vis the present. Eternalism may be revisionary when it comes to explaining
the distinguished status of the locally privileged individual present experiences. But A-
theorists cannot extend their native accounts of individual present experiences to the
common present.
5. Discussion
But why should they? If the above is correct - if the common present is causal and
not ontological - then what prevents the A-theorists from simply appropriating the causal
19 Even if it does play a central role in explaining the subjects’ privileged access to their individual
present experience. This point applies to all A-theories, not just to presentism. See note 18.
20 Can’t the A-theorist reasonably ask whether something (or someone) in the Magellanic Clouds
exists right now? If so, isn’t she getting at the notion of common present? No. If she is a presentist, she is
getting at the notion of existence, not of common present. If she is a moving-spotlight or a growing-block
theorist, she may be getting at the notion of “lustrous existence” - a metaphor that can be developed
into theories by non-presentist A-theorists. For a recent critical overview of several ways of connecting
the moving spotlight of the objective present to the subjective experience of the present, see Skow 2015,
which also provides useful references to earlier discussions.
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account of it and adapting it to their metaphysics of time? After all, eternalism has no
monopoly over causation, and A-theorists of all stripes must be able to make sense of
causal relations anyway. This is certainly true, and A-theorists have risen up to that
challenge. But it is a well-known challenge. The cost of meeting it is especially high
for presentism. Being a cross-temporal relation, causation has its natural place in the
eternalist universe. The presentist, who denies the existence of more than one time,
has work to do to accommodate such relations, perhaps by grounding them in presently
instantiated tensed properties, or in abstracta.21 While this is no place to debate the merits
and demerits of such proposals there is no doubt that they involve some cost. Causation
and other cross-temporal relations are initially foreign to the presentist ontology and
necessitate decidedly revisionist moves, specifically designed to recreate ersatz analogs of
non-present times and their contents.22 In terms of the dialectic of the debate between
the rival theories of time, the most important point here is that after such adjustments
are made, it becomes clear that the main work of explaining the common present is done
by the elements appropriated from the eternalist framework, where they occur naturally,
not by the distinctive elements of the A-theoretic ontology.
So after the reassessment, the overall dialectical situation seems to be as follows.
The B-theory may be initially unfit to deal with the locally privileged individual present
experiences. To make sense of IP, the eternalist needs to do some work (or so some
argue). But once this work is done, CP emerges automatically. The A-theorists, on the
other hand, have an easy time with IP. But the A-theoretic notion of IP is of no use in
explaining CP. To make sense of the latter, the A-theorists need to borrow the essential
resources from the rival theory and pay some costs23 for adapting these resources to their
respective ontologies.
In addition, by treating CP and IP as equally non-ontological, the eternalist position
emerges as more unified in one respect. In contrast, the A-theories are, at the end of the
day, committed to the view that IP and CP are entirely different in nature, the former
being ontological and the latter causal.
6. Conclusion
Debates about the status of the present in the philosophy of time involve examples
such as our current pains or pleasures and someone’s present perception of a green light
21 For details of such proposals see, for example, Bigelow 1996 and Caplan and Sanson 2011.
22 The moving-spotlight and the growing-block theories may be in a better position here, as they do
not deny the existence of more than one time; so there seems to be room for bona fide cross-temporal
relations. I need to confine myself to the barest outline here, but things are not so simple. Consider a
cross-temporal causal relation between two items e1 and e2 located at times t1 and t2 respectively. Unlike
the eternalist, the moving-spotlight theorist who wants to develop a general account of causal relations
cannot discharge the bulk of her explanatory task simply by pointing to these items. She needs to say that
what makes them “animated” or causally effective is their presence in the moving spotlight. (This becomes
particularly important in explaining the “lustrousness” of the present temporal experiences; see Skow 2011
and 2015: Ch. 11 for a useful discussion.) So she needs to say that e1 was causally effective (as a cause)
when the spotlight was shining at it; and that e2 was (or is) causally effective (as an effect) when the
spotlight was (or is) shining at it. But the spotlight cannot be shining at both times. More carefully, there
is a sense in which it cannot, and this sense creates a predicament similar to the presentist’s predicament.
Perhaps this sense can be explained away, or shown to constitute no insurmountable problems for an
account of cross-temporal causal relations. But some work needs to be done. Mutatis mutandis for the
growing-block theory.
23 Ranging from moderate (in the case of the moving-spotlight and growing-block theories) to signif-
icant (in the case of presentism).
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or of a sad musical passage; but also examples such as collective concert experiences,
presidential elections and terms, and wars. For instance, speaking of the Second World
War, an A-theorist may claim that it is objectively past, that the moving spotlight has
moved away from it, or that it is already deep inside the growing block. All of that is fair
game. But phenomena of the second sort may require a separate treatment. They are
not anyone’s individual experiences; however, they often involve such experiences. The
theory needs to explain what makes a certain war present, not just for a single person,
but for many people.
My discussion has taken up this task. It has assumed that the B-theorist can ade-
quately explain why each of us has a locally privileged individual present - think of my
breakfast and your dinner - and moved past this problem to a different question: what in
the Block Universe disqualifies these IPs from sharing a common present of the relevant
kind - the kind normally associated with having meal together? It may appear, initially,
that the A-theorist already has the beginning of an answer to this question based on
her account of the “local privilege.” All she needs to do is simply extrapolate it to the
common present. But this turns out to be a non-starter, for the common present is not
assembled from IPs ontologically, rather it is self-selected from them causally. And it is
the B-theorist who has the beginnings of a good account along these lines, as he embraces
the whole plenitude of IPs on which self-selection can act. His ontological inventory in-
cludes my breakfast, as well as yours; but also your dinner; and a lot more. Nothing
needs to be done to “assemble” a common present from them; we can simply watch it
being self-assembled. This is a fascinating show, and the A-theorists need to buy into it.
But they have to pay the familiar cost of recreating non-present times and their contents.
To recap, the original dialectical situation between the A- and B-theories is as follows:
they agree that they both need to explain some phenomenon, IP, which is naturally at
home in the A-theories, but initially foreign to the B-theory; so the B-theory faces a battle.
The dialectical situation after the reassessment is different: there are two phenomena to
explain, IP and CP. They are different in nature, but both need to be accounted for. IP
is naturally at home in the A-theories, but foreign to the B-theory. But CP is naturally
at home in the B-theory, and initially foreign to the A-theories, which need to pay some
price - perhaps a familiar price - for dealing with CP.
I conclude that the general perception that the A-theories have an obvious edge over
the B-theory when it comes to explaining the present is incorrect. This task has two
equally important parts. The A-theories may fare better on the first, but lose to the
B-theory on the second.24
24 This leaves some interesting questions unanswered. We moved too quickly past the initial problem
of IP. This was done on behalf of those B-theorists who feel that they have nothing to fear from it.
But the problem deserves further discussion. Knowing more about the B-theoretic account of IP would
help to better understand how the theory deals with CP. More intriguingly, couldn’t the potential of the
B-theory to explain CP cast light on how it should deal with IP in the first place? That would be an
interesting kind of “bootstrap explanation.” I said earlier that it may be natural for some A-theorists to
think of CP as “IP writ large”? But couldn’t we instead think of IP as “CP writ small”? I cannot address
these questions here.
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Change and contradiction:
a criticism of the Hegelian account of motion
Emiliano Boccardi1
Abstract
In his In Contradiction (1987), Priest levelled three powerful arguments
against the received Russellian view of change and motion. He argued
that his preferred paraconsistent theory of change, the Hegelian account,
is immune from these objections. Here I argue that these three arguments
are sound, but that the Hegelian account falls pray to them too. I
conclude, however, that the Hegelian account is in a better position to
tackle these challenges.
1. Introduction: the received view of motion and change
The idea that things change and that time passes is deeply entrenched in our cognitive
and emotional lives. Yet, as soon as we try to explicate these notions in clear conceptual
terms, we are immediately faced with great difficulties. Of all the ways in which this worry
can be expressed, perhaps the most famous, and the most perspicuous for our purposes,
are Zeno‘s celebrated arguments against motion.
Consider an object in uniform motion from location x to location y (the tip of Zeno‘s
arrow, for example). And consider any particular instant during its journey, t0, during
which the tip is located exactly in the position x0, and only at that position. At, or during
t0, the arrow advances not at all away from x0, in its journey to y. Any such advancement,
in fact, would take a finite amount of time, however small. The duration involved in this
advancement, therefore, would not be an instant, contrary to the hypothesis. Now, the
whole interval of time during which the journey of the object supposedly occurs is made
up of such instants. Since no advancement is achieved during any of those constituting
instants, it seems to follow that no advancement can be made in any number of them,
however great this may be. If no advancement can be made during any time interval,
then no advancement is made by the object, contrary to the hypothesis.
At any time t0 during its journey, according to this premise, the tip of the arrow
is located exactly in the position x0, and only at that position. As Aristotle put it in
his famous reconstruction, at any time during its journey, the arrow “occupies a space
equal to its size”. What makes this premise nearly compelling is that denying it seems
contradictory. How could the tip of the arrow be and at the same time be not located at
position x0? How could the arrow occupy a space greater than its size?
According to an often-recounted philosophical gossip, one that is reported in any
introductory physics textbook, this dilemma was finally solved by the invention of calculus.
As they struggled to come up with a suitable mathematical description of continuity and
continuous change, Leibnitz and Newton, independently from one another, developed
the fundamental notions that constitute what we now know as calculus. Despite its
immense fruitfulness in the development of modern science, and its wide spread use among
physicists and mathematicians, it was not until the end of the 19th Century that these
1 Department of Philosophy, Universidade Federal da Bahia. E-mail: emiliano.boccardi@gmail.com
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notions found a coherent systematization in what is known as the “classical foundation
of calculus”. As we shall see, however, such coherentization was obtained at the price of
a radical reconceptualization of the relevant notions, one that arguably deprives them of
their intuitive appeal in the dissolution of Zeno’s paradoxes. The central idea involved
in this reconceptualization is the quantificational understanding of limits: rather than
treating derivatives as ratios of infinitesimal quantities, according to this (now familiar)
understanding, limits should be understood as quantifiers.
Let us consider how this idea applies to the notion of instantaneous velocity. Instan-
taneous velocity, according to the classical view, should be understood as the limit of a
sequence of ratios of finite quantities:
vpt0q “ dx
dt
pt0q “ lim
∆tÑ0
xpt0 `∆tq ´ xpt0q
∆t
This formula, in turn, should be understood as expressing the fact that the values
of the finite ratios xpt0`∆tq´xpt0q
∆t
become indefinitely close to vpt0q, the limit, as we chose
smaller and smaller values of ∆t: for all  ą 0, there exists a δ ą 0 such that for all
∆t ă δ: |xpt0`∆tq´xpt0q
∆t
´ vpt0q| ă .
It should be stressed that the expression “become indefinitely close” ought to be
thought of as a dead metaphor, reminiscent of a time when the continuum was con-
ceived as the product of actual motion, and variables as denoting varying quantities:
“infinitesimals are an attempt to extend to the values of a variable the variability which
belongs to it alone. When once it is firmly realized that all the values of a variable are
constants, it becomes easy to see, by taking any two such values, that their difference is
always finite, and hence that there are no infinitesimal differences.” ([17], p. 357).
Russell enthusiastically took the classical coherentization of calculus as providing us
with a coherent response to Zeno’s challenge: “people used to think that when a thing
changes, it must be in a state of change, and when a thing moves, it is in a state of motion.
This is now known to be a mistake. When a body moves, all that can be said is that it
is in one place at one time and in another at another.” ([16], p. 69).
This admittedly paradoxical idea that things could change without ever being chang-
ing, also known as the at-at theory of change, appears to be uniquely capable of making
sense of change without postulating true contradictions, and quickly became the received
view.2
2. Priest’s three objections to the Russellian view
In his book In Contradiction ([14]), Priest put forward three lines of criticism to the
at-at theory of change, with which I fully agree. In this section I will present these
criticisms and defend them from some possible objections.
2 This idea was not new, and a debate over its virtues can be traced back at least to medieval times.
William of Ockham and his followers advocated a view according to which change is nothing over and
above a sequence of different properties had at different times. It was known as the doctrine of changing
form (forma fluens), and it opposed the dual-fact account known as the doctrine of change of form (fluxa
formae). According to the latter, when a leaf (for example) changes its color from green to yellow, not
only does it have a determinate shade of (say) green at any given time, but, over and above, it also has
a changing shade of green (the dual fact). According to the former, on the contrary, there is no further
fact over and above the leaf having different shades of green at different times.
136
2. Priest’s three objections to the Russellian view
2.1 The problem of incremental accretion. As we have seen, the source of the discom-
fort one feels when confronted with the arrow paradox is that one finds it hard to intuit
how the arrow could manage to get anywhere by a series of going-no-where’s. Part of the
appeal of the original (incoherent) understanding of infinitesimals was precisely that it
appears to alleviate this discomfort, since it allows us to conceive of any stretch of time
or space as composed of infinitesimal ‘line elements’, whose individual contribution to the
total advancement of the arrow, while infinitesimal, is not null.
A way to illustrate the intuitive appeal of the original conceptualization is to contrast
the case of a polygon revolving on a plane without sliding, with the case of a circle so
advancing (see fig. 1).3
As the polygon ad-
vances, each of its sides
touches the plane in its
due turn, so that when
a total rotation is com-
pleted the total stretch
of space touched by the
polygon, equal in size
to its perimeter, can be
seen to consist of a finite
sum of discrete “jumps”,
each equal in size to one
of its sides. If we try
to replicate the same rea-
soning to the case of a
circle revolving on the plane, we are instantly met with a great difficulty. Here too,
the figure touches the ground with one element at a time, each in its due turn. However,
unlike what happens in the case of the polygon, the element of the circle that touches the
ground at each time is a dimensionless point. Since there is no sliding, moreover, just as
it happens in the case of the polygon, the velocity of each of these point-elements relative
to the ground is a 0.
How could the circle manage to advance, if its advancement consisted of a series of
null contributions, each of which in its turn consists of a dimensionless point of the circle
touching the ground without moving with respect to it? Prima facie, construing of the
circle as a limit case of a polygon with infinitely many “sides” or “line elements”, partly
alleviates this discomfort, allowing us to describe the two situations as (at least partly)
analogous. But this understanding of continuous motion is precisely what the classical
foundation of calculus is supposed have banished:
These days no one worth his salt thinks instants “add up to” periods this
way. If there are instants, periods are instants with distance-relations be-
tween them. The relations, not their relata, account for periods’ extension:
3 This paradoxical scenario, known as the problem of the Rota Aristotelis, was first discussed in the
Greek work Mechanica, traditionally attributed to Aristotle. Upon completing a full rotation, the centre
of the greater wheel will be displaced by a distance equal to its circumference. However, as the greater
circle completes a full rotation, the smaller wheel, which is attached to it, completes a full rotation too.
So, by an analogous reasoning, we ought to conclude that the centre of the smaller wheel (which is the
same as that of the greater one), will have moved by a distance equal to its smaller circumference. A
contradiction. The scenario was famously discussed by Galileo in his Two New Sciences.
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that is why (in the paradox) without putting distance-relations between the
points, we don’t get an extension. [Leftow 2014 [12], p. 239].
However, the mere definition of a mathematical function, called “distance”, whose
values are totally independent from the individual advancements achieved at each instant
during the journey, can at best be seen as a restatement of the problem, rather than its
solution. As Priest rightly points out:
That one can prove a small mathematical theorem or two is one thing;
but it does not ease the discomfort that one finds (or at least, that I find)
when one tries to understand what is going on physically, when one tries
to understand how the arrow actually achieves its motion. At any point
in its motion it advances not at all. Yet in some apparently magical way,
in a collection of these it advances. Now a sum of nothings, even infinitely
many nothings, is nothing. So how does it do it? [ibid., p. 175]
The problem we are discussing should be distinguished from the mere problem of
understanding how a static infinite aggregate of dimensionless elements could ‘add up’
to a finite quantity. In the dynamic setting that we are considering, this problem is
further aggravated by the fact that these elements enter the scene one at the time, so
that it is hard to understand how we could deny that these solitary facts should make a
“contribution” to the total feat. In the case of a static, or standing variety of infinity, all
the elements are already there, waiting to be named and counted, as it were, and so are all
the relations that obtain between them. Two points of a line have the distance they have
quite independently from the existence of any intervening points. These standing elements
need not be reached in any sense, nor should their distance count as an achievement of any
kind. The situation is crucially different in the case of a growing variety of infinity, which
is what is at issue here. To be told that the distance between the bow and the target
is some finite quantity only proves that if the target could be reached, then the total
advancement of the arrow would be equal to that quantity. It tells us nothing, however,
about whether such feat can be accomplished, since it tells us nothing about the physical
formation of this path during the journey. To use Bergson’s apt words, according to the
Russellian view, “movement is composed of immobilities” ([4], p. 308).
2.2 The problem of the non-intrinsicality of motion. Standard physics textbooks tell
us that the state of the universe at any time is determined by the state at any previous
time plus the laws of physics. The state of the universe at a time t, we are told, is given
by the positions of all the particles at t, plus their velocities at t. However, according to
the Russellian view, the instantaneous velocities of the particles supervene solely on their
positions at various times preceding and succeeding t, hence they add nothing to the state
of the universe at exactly the time t. Now, the positions of particles at t have clearly no
effect whatsoever on the positions in the immediate future of t. How could their velocities
have any greater explanatory role, if they supervene solely on these positions themselves?
As Priest put it:
It follows from the definition that there is no such thing as an intrinsic
state of motion. If one had a body in motion and took, as it were, a logical
“picture” of it at an instant, the picture obtained would be no different from
one of the same body at the same place, but at rest. Of course, an object in
motion can have an instantaneous non-zero velocity, but it would be wrong
to think that this differentiates it intrinsically from a static body. [ibid., p.
173]
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Some authors tried to derive less dramatic consequences from the application of cal-
culus in response to Zeno’s argument, denying that the quantificational understanding
of limits and derivatives renders instantaneous velocity a relational property (cf. Smith
2003 [18]). I have argued elsewhere that this view, known as “the modified at-at the-
ory of change”, is untenable.4 Here I shall content myself with presenting a symptom
which aﬄicts the Russellian account, and which I think lends indirect support to Priest’s
observation.
It has been often noted that it is hard to understand how Russellian instantaneous
velocities could fulfill the explanatory role that is standardly ascribed to them in physics.
This is well illustrated by the following argument by Frank Arntzenius:
Consider a ball moving from right to left through some region in space,
and a qualitatively identical ball, perhaps the same one, some time later,
moving from left to right through that very same region. If the full state
at a time of a ball does not include an instantaneous velocity then the full
state of the two balls is exactly the same when they occupy the same region.
[...] Why does the one ball subsequently move to the left and the other ball
subsequently move to the right? Surely it is conservation of velocity, or
something like that, which determines that the one ball will keep moving to
the left and the other will keep moving to the right. But if there is no such
thing as instantaneous velocity, as there is not in the at-at theory, then why
do the balls continue their motions in different directions? [[2]: § 2.]
This objection has been raised several times under different guises in the recent lit-
erature.5 It appears to expose a fatal shortcoming of the received view, one that derives
directly from the non-intrinsicality of change. The general problem appears to be that
Russellian velocities make the state of the universe at an instant conceptually dependent
on its states at other instants, since the velocity objects have at a time is a property of
their trajectory around that time, not an instantaneous intrinsic property.6 This deprives
these “states” of all their explanatory power.
2.3 The problem of the direction of time. The third and last criticism raised by Priest
against the standard view is that it appears to be incapable of accounting for the intrinsic
directedness of time and change, the so-called anisotropy of time. Time and change always
happen in one direction only, from earlier to later, from past to future. Here then is the
difficulty, in Priest’s words:
What accounts for the anisotropy of time? This again has been a thorny
problem, particularly for those who have denied the reality of the flow
of time. They have had to locate the anisotropy of time not in time
itself, but in processes in time - a tall order, since apparently all causal
laws are time-symmetric. [Ibid., p. 116].
Now, while Priest is surely right that reconciling the apparent irreversibility of physical
processes with the time-reversal invariance of fundamental laws is a “thorny problem”, I
think that mentioning this in that context obscures the full force of his objection. To see
why, it is worth discussing briefly a common fallacy. It has often been suggested that the
second law of thermodynamics, which implies that the entropy of a closed system never
decreases, could be used to explain and reduce the directionality of time itself. According
4 [6], pp. 164-168.
5 See for example [1], [11], [2], [19], [5], [9].
6 See for example [1], p. 10.
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to these suggestions, the future direction of time is nothing but the direction in which
global entropy increases. The passage of time would be grounded by the fact that the
entropy gradient is not zero. But these reductive accounts cannot succeed. The second
law of thermodynamics, in fact, can only establish a contingent correlation between the
entropy gradient and the direction of time. If the intrinsic direction of time was not
fixed independently from the entropy gradient, how could we even meaningfully express
the empirical content of the law? What does it even mean to say that entropy never
“increases”, if not that it never increases in the direction of the future?
Imagine a world where the second law does not hold. It would be a world where broken
glasses would spontaneously recombine to end up on the tables from which they fell. But
In order to even represent this possibility, we have to assume that the broken-glass states
in that world would be instantiated before the on-the-table states. If the direction of time
itself were reversed in such a scenario, then that world would be just indistinguishable
from ours! In fact, the second law of thermodynamics would hold in that world too, and
by necessity, contrary to the hypothesis. As Tim Maudlin quite aptly put it, if the future-
directed arrow of time amounted to nothing but the direction in which entropy increases,
“[entropy] could go up and down like the stock market, but since the ’direction of time’
would obligingly flip along with the entropy changes, entropy would still never decrease”
(2007, p. 129).
What was said about the second law applies equally well to any other time-asymmetric
law postulated for grounding the direction of time, regardless of whether it be a funda-
mental law or a statistical one (as is the case with the second law). The general lesson to
be learned by the failure of these reductive attempts is this. Mere asymmetric relations
are never enough, by themselves, to fix a direction. At best, asymmetric relations can
determine an order among the elements of their domains. But mere order is “blind” to
directionality, so to speak. Three points on a line, for example, have an order. B lies
between A and C, etc. However, these betweenness relations are insensitive to the direc-
tion in which the series might be transversed (from A to C, or from C to A). Asymmetric
relations determine an order, but not a direction. Unfortunately, this direction, or sense,
is precisely the feature that any account of time and change should explain, and that the
Russellian account struggles to accommodate.
3. Priest’s Hegelian account of motion
This is where we stand. Zeno’s arguments appear to show that time and change are
contradictory. The main attempt to remove these contradictions without denying time
and change altogether, the now widely accepted Russellian account, proves to be at best
a restatement of the problem. We are thus faced with a dilemma. Either accept the
phenomenological datum that things change and time passes, at the cost of accepting
that at least some contradictions are true; or hold fast to the principle of contradiction,
and repudiate time and change as mere appearances. Heraclitus and Hegel (according
to some interpretations) opted for the first horn of this dilemma. Parmenides, Zeno and
McTaggart, instead, opted for the second one.
To make matters worse, as I have argued in my Boccardi and Perelda 2018 ([8]),
the claim that time and change are mere appearances runs the risk of being itself self-
contradictory, lest it be carefully qualified. In claiming that our experience represents the
world as instantiating dynamic features absent from reality, the denier of change must
be careful not to concede too much, as she would if her account required that dynamic
experiences themselves (or their contents) instantiate dynamic properties incompatible
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with the B-theory. It is not enough to claim that passage is mind dependent in the sense
that it requires the interaction of a conscious subject with external reality (as is the case,
for example, in [3]). The strict denier of passage wants to further claim that the content
of the experience of passage is never true of the actual world, not even of that part of it
consisting of the interactions between subjects and their objects: ‘the dynamic character
of our immediate experience does not require time itself to be dynamic’ ([10]: p. 391).]
This view, I argue, is self-undermining. If we concede that change and time are mere
appearances, doesn’t it follow necessarily from this that at least these appearances really
change? If every time that things appear to us to change we make a mistake, in that the
things that appear to change don’t really change, isn’t it still true that we make different
such mistakes at different times, and hence that at least appearances themselves really
do change?
Everything suggests that time and change are real and contradictory. Very few philoso-
phers, however, took seriously this option, since questioning the principle of contradiction
threatens to blow a fatal strike at the heart of rational thinking itself. It is unfortunate
that the few philosophers who took up the challenge of denying the principle, most no-
tably Heraclitus and Hegel, are among the most obscure and cryptic thinkers of all times.
The philosopher Graham Priest, in more recent times, devoted a good part of his career
to the herculean task of raising the vague contention that (some) contradictions might be
true to the highest standards of clarity and analytic thinking.
This unprecedented accomplishment was made possible, among other things, by the
discovery and development of logical systems that block the Principle of Explosion (ex
contraditione quodlibet). These systems, known as paraconsistent logics, opened the way
for a non-trivial treatment of true contradictions, or dialetheia. One paraconsistent logic
that is particularly apt for this purpose is the so-called logic of paradox (LP), introduced
by Priest in his [13]. Using this logic as background, Priest was able to put forward
a dialetheist account of motion that promises to overcome the three deficiencies of the
standard account that we discussed above.
Let me introduce this account. I will then proceed to illustrate how the account is
supposed to overcome the three difficulties mentioned above. Finally, I shall argue that
the Hegelian account suffers from the same difficulties as the Russellian account (sec. 4).
According to Priest, what prevented us from developing a suitable treatment of time
and motion, vis a vis the problems that we have been discussing, is the assumption that
bodies in motion occupy coherently one exact position at the time, at the expense of all
others:
Consider a body in motion-say, a point particle. At a certain instant of
time, t, it occupies a certain point of space, x1, and, since it is there, it
is not anywhere else. But now consider a time very, very close to t, t1.
Let us suppose that over such small intervals of time as that between t
and t1 it is impossible to localize a body. Thus, the body is equally at
the place it occupies at t1, x1 (Hence, at this instant the body is both at
x and at x1 and, equally, not at either). [Ibid., p. 176]
The idea can be spelled out as follows. Let the motion of the body be represented by
the equation x “ fptq. According to the Russellian view, the proposition that the body
is located at position r at time t is true if and only if r “ fptq. It is false if and only
if r ‰ fptq. According to Priest’s account, instead, for each time t during the motion of
the body, there is an interval containing t, θt, called a “spread”, such that, if t1 P θt, the
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occupation of the body’s location at t1 is “reproduced” at t. In other words, the proposition
that the body is located at position r at time t is true if and only if, for some t1 P θt,
r “ fpt1q. It is false if and only if for some t1 P θt, r ‰ fpt1q.
To see why this view is dialetheist, it is perhaps better to characterize it in terms of
state descriptions. Let q denote any quantity, ranging over a set of values V (for example,
the real numbers). Let vptq “ q be a function of time, and Qprq be the predicate that
q has value r. Finally, let St “ tQprq : r “ vptqu Y tQprq : r ‰ vptqu. The propositions
contained in St state that at t the value of q is vptq and not any other value. St can then
be thought of as the state description of the system at time t. The spread hypothesis
amounts to the claim that, for every time t, there is an interval containing t, θt, such
that the complete state description at t is the set theoretic union of all the consistent
state descriptions Spt1q for all the t1 P θt : Ypt1PθtqSpt1q. Clearly, if the state of the system is
changing in a neighbourhood of t, such union will be inconsistent.
3.1 Priest’s account of temporal passage. One of the most interesting features of
Priest’s treatment of change is that it promises to be applicable to all sorts of change,
including the peculiar kind of change - if it is a kind of change at all - which the passage
of time consists of.
When change is conceptualized in a Russellian fashion, as the instantiation of different
states at different times, it becomes conceptually absurd to claim that time itself changes
in any sense. And yet there is something impermanent about time. We make a gesture
towards this feature when we refer to the incessant âadvancementâ of the present towards
the future. It is perhaps not a chance that all the metaphors that we use to express the
impermanence of time are metaphors of motion. We say that time passes, that it flows,
that it flies. We approach the end of the semester, etc. What does the passage of time
have in common with change in general, and with motion in particular? What is the cash
value of these metaphors?
In this regard, the intrinsicality of change in Priest’s account constitutes a great ad-
vantage. We have discussed the account as it applies to motion, but we might as well have
applied it to any other magnitude as well, charge, mass, or whatever. According to the
Hegelian account, for a quantity, any quantity, to be in a state of change is for it to be in
a certain contradictory state.7 This very general idea of change lends itself immediately
to an application to the case of time itself. Here is how this is supposed to work.
Let q denote the state of time, whatever this may be, and V the set of the reals. The
proposition Qptq, for example, could mean that time t is present. Let vptq, finally, be the
identity function. Applying the spread principle as we did above, one can see that, for
each time t, there exists a interval θt such that, for all t1 P θt, Qpt1q is true at t. The claim
that time is passing, or that the time that is present is constantly “changing”, can then
be seen to rest on the fact that the spread θt is non degenerate, or equivalently that the
state description of time is always inconsistent.
Let us now turn to Priest’s application of the Hegelian account to the three challenges
presented above. In what follows I illustrate the proposed application of the Hegelian
account to tackle the three challenges discussed above. I argue that the account falls pray
to all of them.8.
7 Priest of course is not denying that if a quantity assumes different values at different times then it
has changed. The claim is rather that this is not what change could consist of.
8 Some of the arguments against the Hegelian account presented here can be found in my Boccardi
and Bustos 2017 ([7])
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4. The Hegelian account and Priest’s three objections
4.1 How the Hegelian account is supposed to tackle the problem of incremental ac-
cretion, and why it fails. Priest argues that the Hegelian account of motion ought to be
preferred to its rival, the standard Russellian view, since the spread hypothesis solves at
one stroke all the difficulties mentioned above. Let us see how this is supposed to work in
each case, starting from the problem of incremental accretion. The problem, remember, is
that of explaining how a series of non-advancements might produce a finite displacement,
a positive advancement. Here is how the spread hypothesis is supposed to overcome this
difficulty:
The Hegelian account of motion may be taken to locate a fault in the
[arrow] argument, but at a point different from that upon which Russell
lights. For, according to Zeno’s argument, at a particular point in time
the object occupies only a single point in space, whence it follows that
it advances not on its journey during that instant, i.e. that the measure
of the set of points occupied at that instant is zero. Given the spread
hypothesis, however, it is not true that the moving body occupies only
a single point. At an instant, t, it occupies all the points in Σt, which
is, in general, not a singleton. Indeed, provided the function of motion,
f , is continuous, Σt is an interval, and therefore has non-zero measure.
Thus, advance is made during a single instant, and hence during the
aggregate of instants. [Ibid., p. 180]
This response, I argue, squeezes out of the Hegelian account more than it can deliver.
The unwarranted assumption, crucial for giving the appearance of a solution to Zeno’s
paradox, is that the mere fact that the instantaneous location of the object be of non-zero
measure would suffice to make of it an “advancement”. A way to expose the role of this
subtle but crucial assumption is to note that Zeno’s argument can be easily generalized
to apply to the Hegelian account as well. Here is a Hegelian friendly version of Zeno’s
arrow argument.
At each moment during its journey, the arrow occupies (inconsistently) a region of
space the same size as its spread Σt. During each instant t, the spread Σt of locations
occupied by the arrow advances not at all. Then how does it manage to advance over a
finite interval of time, given that this is constituted by nothing but a sequence of such
spreads?
The inconsistency of the Hegelian locational schema resides in the fact that the spread
Σt which the arrow occupies at time t is larger than the size of the arrow itself. But why
should we think that this larger space occupied by the arrow constitutes an advancement
of the arrow? If at each moment during the journey the arrow occupies the spread Σt,
then the motion of the arrow can only consist of its subsequently occupying different
spreads, each in its due turn. How this feat is achieved, the account does not say.
Another way to expose this difficulty is by considering Priest’s intriguing hypothesis
that quantum mechanical indeterminacies might constitute the physical ground of the
spreads:
Perhaps the measure of Σt, σpΣtq, just is the uncertainty in the location
of the object at t. Perhaps quantum mechanical indeterminacies are
fundamentally the result of inconsistencies in motion, and in particular
in the spread postulated by the spread hypothesis. This suggestion at
least allows us to give physical significance to the spread. (Ibid.)
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The difficulty under discussion here can be exposed by constructing a quantum version
of Zeno’s arrow, and then testing the Hegelian interpretation against it. Consider then
a particle whose locational state at time t is given by the wave function Ψpx, tq. The
Zenonian argument then goes as follows. Over the finite interval of time rt0, t1s, the state
of the particle changes from Ψpx, t0q to Ψpx, t1q. But at each time during its journey the
state of the particle changes not at all. How is it, then, that in a sum of changing-not-at-
all’s the particle manages to instantiate a different state?9
On the Hegelian interpretation, the instantaneous states represented by Ψpx, tq should
be construed as representing inconsistent superpositions of exact locations. But notice
that the inconsistency of the account is never used by Priest to solve the problem of
incremental accretion. As Priest noted in objecting to my criticism, the only feature
of it that is relevant is the non-zero length of the location occupied by the particle at
the instant.10 However, it should be noted that whether the particle occupies a single
dimensionless point at an instant, as the standard view has it, or an inconsistent spread
of locations, it does so consistently: on the Russellian account the particle occupies a
point of space at the expense of all others, while on the Hegelian account it occupies
a spread of locations at the expense of all others. The challenge is to explain how the
location occupied might change without ever being changing. It seems to me that with
regard to this, the Hegelian account faces exactly the same difficulty as the Russellian
one.
Of course, the discomfort would be alleviated if the view was that the arrow proceeds
by “jumping” discretely from one spread of locations to the adjacent one. In this case,
its advancement would be analogous to that of the revolving polygon, where each side
touches the ground all at once, contributing to the whole journey with an advancement
equal to its finite length. But this is not Priest’s view. The edges of the spread, as well
as all the other points inconsistently occupied by the tip of the arrow at an instant, are
all durationless points. During each instant of time, all these locations advance not at all.
Yet, if the arrow is to reach its target, it has to occupy all of these points, one by one, in
succession. How does it do it?
One can also express this worry by noting that the whole arrow, unlike its tip, does
occupy a finite amount of space at each instant during its journey. Yet, nobody is tempted
to consider the extension of the arrow as an “advancement” towards its target. The spreads
occupied by the tip of the arrow at each instant of time, I argue, are no different from
the whole arrow, when it comes to accounting for the advancement of the arrow. Each
position inconsistently occupied by the tip of the arrow has no element of movement, just
like the positions consistently occupied by it in the Russellian account don’t.
4.2 How the Hegelian account is supposed to tackle the problem of non-intrinsicality
of motion, and why it fails. As we have seen, one of the problems with the standard
account is that it makes intrinsic velocities - and states of change in general - relational
or neighborhood properties. The Hegelian account promises to solve this problem rather
well:
This is obviously no problem for the Hegelian account. For it, there is
an intrinsic state of motion: a certain inconsistent state. The difference
between a body genuinely in motion and one changing place but at rest
9 In my Boccardi and Bustos 2017 ([7]) we argue that the quantum interpretation of the spread
hypothesis is problematic, for a technical reason that I shall not repeat here.
10 See Priest’s response at minute 41:30 of https://www.youtube.com/watch?v=iR58cnYyviw&t=2014s.
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each instant is exactly that between a Hegelian state description and
the corresponding Russellian one. [ibid., p. 180]
Priest is surely right that his account renders motion an intrinsic feature of objects.
And this is prima facie an advantage. The problem, remember, was that Russellian
intrinsic velocities are properties of trajectories, rather than intrinsic temporary properties
of objects. This rules them out as potential explanations for these trajectories themselves.
Now, the positions that the arrow may (inconsistently) occupy at any given time according
to the Hegelian account are totally unrelated to the locations it may occupy at any other
time. So, the Hegelian account at least does not have this problem.
However, it could be argued that the inconsistent spread of locations at a time is not
the right kind of intrinsic state. Notice, in fact, that in a Russellian world the positions
(consistently) occupied by all objects at a time do constitute a temporary intrinsic state
of the universe at that time. Yet, nobody would be tempted to consider that state as the
ontological ground of instantaneous motion. Why? Presumably, because the position of
an object at a time is totally, not merely conceptually, independent from its position at
other times. Two identical locational states of the universe may yet diverge radically as
to their dynamic properties.
Now, how is the inconsistent spread of positions postulated by the Hegelian account
different in this respect? The spread occupied by the arrow at a time is totally, not
merely conceptually, independent from the spread it occupies at other times. So why
should we think that it has anything to do with motion? Why should the instantiation of
inconsistent states of affairs as to the location of the ball at a time “force” it, or “induce
it” or “dispose it” to be elsewhere at other times?
It will be objected that this criticism asks too much from a theory of motion. After
all, the complaint against the Russellian view was that it renders the velocities of objects
at a time t (and hence the instantaneous states of the universe at that time) conceptually
dependent on the positions of the objects at all times around t, thus depriving them
of their explanatory power. Isn’t it preposterous, then, to complain that on Priest’s
account intrinsic states of motion do not entail the correlated trajectories? The spread
hypothesis, by itself, does not explain the trajectories precisely because it complies with
the requirement that it be conceptually independent from them! At best, one could
require that there be a causal, or law-like connection between intrinsic states of change
and trajectories. This is exactly what Priest does (Ibid., p. 179).
I think that this line of defense is fair. However, I still think that my objection points
at a difficulty with the Hegelian account, for two reasons. First, the ambition of the
theory is to provide an account of change in general, not of motion only. We have seen,
for example, how this generality allows us to apply the Hegelian account to the passage of
time itself. If Priest were right, true contradictions would not just contingently correlate
with trajectories: they would constitute the ontological ground of change in general. They
would be the essence of change, as it were. This is one of the chief allures of the Hegelian
account. Given the generality of the account, however, I think it is not unreasonable
to demand an elucidation of this systematic connection. Of course, one could postulate
a different causal connection for each kind of change. However, the general pattern of
connections would still cry for an explanation, lest it be a bizarre fluke.
The second worry that I have with the “just so” response that we are considering, is
that it is in tension with Priest’s use of the spread hypothesis in tackling the problem of
incremental accretion. The problem, as James put it, was that the “conceived positions,
however numerously multiplied, contain no element of movement, so Zeno, using nothing
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but them in his discussion, has no alternative but to say that our intellect repudiates
motion as a non-reality.” [James 1987: 735.]. If the spread hypothesis is to tackle this
problem, the contradictory states must not only provide us with a cause for the trajecto-
ries. They must further be the basic instantaneous elements of motion itself. Each spread
occupied during the journey of the arrow must make a contribution to the whole journey.
Therefore, each spread must be, and not merely cause, a kind of displacement. If things
are so, the total lack of conceptual dependence between contradictory state descriptions
and trajectories in the Hegelian account is just as problematic as the total conceptual
dependence between them in the Russellian account.
4.3 How the Hegelian account is supposed to tackle the problem of the direction of
time, and why it fails. It is undoubtedly an interesting advantage of Priest’s treatment,
as we have seen, that it applies to the passage of time just as well as it applies to any
other kind of change. Priest also claims that the Hegelian view can account for the
intrinsic directionality of passage, something that standard accounts are at great difficulty
to explain. On this latter point, I dissent from Priest. The solution proposed rests on the
observation that: “θt will not necessarily be distributed symmetrically about t. In fact,
there are reasons to suppose that t is the leading edge of θt, so that the interval is skewed
all to the past of t, at least normally.” [Ibid., p. 214]
This asymmetry in the distribution of the spread, according to Priest, would solve the
problem of grounding the directionality of time:
Again, the solution to the problem on the present approach is obvious.
Since the identity function is monotonically increasing, vptq is always
the upper bound of the spread of q at t. Thus, the direction of the flow
of time is perpetually from past to future, which seems just about right.
[ibid.]
The problem with this solution, just as for the Russellian account, is that it tries
to ground directionality on mere asymmetry. We have already seen how this feat is
impossible. Priest surreptitiously avails himself of a primitive notion of directedness when
he claims that the identity function is monotonically “increasing”. The identity function,
by itself, is neither increasing nor decreasing, just like the great pyramid of Giza is neither
ascending nor descending.
The problem can be aptly illustrated by considering the order induced on the real
numbers by the relation smaller-than. Like any relation that is asymmetric, connected
and transitive, the relation smaller-than induces an order on the reals. In addition, the
reals present a structural asymmetry. This can be seen by noting that the positive reals
have a square root, while the negatives don’t. As Reichembach ([15], p. 26) noted,
this asymmetry can be exploited to differentiate structurally the relation smaller-than
from its converse, the relation greater-than. This can be done, for example, by saying
that any number which is the square of some number is greater than any number which
is not the square of some number. This feature of the reals provides the series with
a kind of “directionality”. However, this anemic kind of directionality is not the kind
of directionality that Priest is seeking to ground. Mere order, even embellished by the
perfection of structural asymmetry, does not determine any directionality. To see this, it
suffices to observe that, despite the structural asymmetry of the relation smaller-than, it
simply makes no sense to ask whether the reals are increasing or decreasing, or whether
they “run” in one direction as opposed to the other.
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5. Conclusion
Zeno’s arguments appear to show that time and change are contradictory. The main
attempt to remove these contradictions without denying time and change altogether, the
now widely accepted Russellian account, proves to be at best a restatement of the problem.
We are thus faced with a dilemma. Either accept the phenomenological datum that things
change and time passes, at the cost of accepting that at least some contradictions are
true; or hold fast to the principle of contradiction, and repudiate time and change as
mere appearances. Priest has shown that the first option is not as abhorrent as we may
think, and that it ought to be seriously explored. He also claimed that the Hegelian
account ought to be preferred to the Russellian one on the ground that it is immune
from the problems of incremental accretion, of the non-intrinsicality of motion, and of the
directionality of time. I have argued that this is not the case. The Hegelian account does
not help overcoming these difficulties.
However, I think that Priest’s account does present a number of advantages over the
Russellian one. The main one is its generality. As we have seen (sec. 3.1), the account
can be applied to the case of temporal passage, a problem that is apparently intractable
within a Russellian world view. Secondly, even if the spread hypothesis does not solve
the three problems, it seems to be in a better position to solve them. For example, even
if the hypothesis does not solve the problem related to the non-initrinsicality of change,
at least it points in the right direction, by making change an intrinsic state of affairs.
For the same reason, I think that Priest’s view is also in a better position than its rival
when it comes to solving the problem of the directionality of time. As we have seen, the
mere asymmetry in the spread could not, by itself, account for the directionality of time.
However, whatever does so ground directionality, arguably, must at least supervene on
some intrinsic state of affairs.
Finally, Priest’s account helps to explain why the issue of contradiction proved so
recalcitrant in connection with time and change. Contradictions, qua contradictions, I
have argued, don’t appear to contain any essentially dynamic element. However, the
suspicion that the idea of change might be contradictory has continued to resurface over
and over in the history of philosophy, and all attempts to dissolve these paradoxes proved
to be unsatisfactory. Thus, it should not come as a surprise if it turned out that change
essentially involves true contradictions.
Acknowledgment. I am very grateful to Graham Priest for his incisive comments. I am
also indebted to Moises Macias Bustos, with whom I co-authored a paper which contains
some of the ideas discussed here. Finally, I wish to thank the editors Rodrigo Freire,
Alexandre Costa-Leite and Edgar Almeida.
147
Bibliography
[1] D. Z. Albert. Time and Chance. Cambridge (MA), London: Harvard University
Press., London, 2000.
[2] F. Arntzenius. Are there really instantaneous velocities? The Monist, 83:187–208,
2000.
[3] L. R. Baker. Temporal reality. In M. OâRourke J. K. Campbell and H. S. Silverstein,
editors, Time and Identity, pages 27–47. The MIT Press, Cambridge, MA, 2010.
[4] H. Bergson. Creative Evolution. Holt, Reinhart and Winston, New York, 1911.
[5] J. Bigelow and R. Pargetter. Science and Necessity. Cambridge University Press,
Cambridge, 1990.
[6] E. Boccardi. Time as motion. Metaphysica: International Journal for Ontology and
Metaphysics, 19(1):1–31, 2018.
[7] E. Boccardi and M. Bustos. Contradictions in motions: Why they’re not needed and
why they wouldn’t help. Humana.Mente, Journal of Philosophical Studies, 32:195–
227, 2017.
[8] E. Boccardi and F. Perelda. The delusive illusion of passage. Analysis, 78: 3:387–396,
2018.
[9] J. Carroll. Instantaneous motion. Philosophical Studies, 110:49–67, 2002.
[10] B. Dainton. Time, passage, and immediate experience. In C. Callender, editor, The
Oxford Handbook of Philosophy of Time, pages 382–419. Oxford University Press,
Oxford, 2011.
[11] M. Lange. How can instantaneous velocity fulfill its causal role? The Philosophical
Review, 114 (4):433–468, 2005.
[12] B. Leftow. Instants, events, and god. In N. Oaklander, editor, Debates in the Meta-
physics of Time. Bloomsbury, London, 2014.
[13] G. Priest. The logic of paradox. Journal of Philosophical Logic, 8(1):219–241, 1979.
[14] G. Priest. In Contradiction: A Study of the Tranconsistent. Clarendon Press, Oxford,
1987.
[15] H. Reichembach. The Direction of Time. Dover Publications, Mineola, NY, 1956.
[16] B. Russell. Mathematics and the metaphysicians. In B. Russell, editor, Mysticism
and Logic. Barnes and Noble Books, Totawa, NJ:, 1981.
[17] Bertrand Russell. Principles of Mathematics. W.W. Norton and Company, inc, New
York, 1903.
[18] S. Smith. Are instantaneous velocities real and really instantaneous? Studies in
History and Philosophy of Modern Physics, 34:261–280, 2003.
[19] M. Tooley. In defense of the existence of states of motion. Philosophical Topics,
16(1):225–254, 1988.
148
Nenhuma divergência metafísica sem
incompatibilidade lógica1
Daniel Durante2
Abstract
O objetivo deste artigo é defender a incompatibilidade lógica das po-
sições divergentes como critério para caracterização dos desacordos ge-
nuinamente metafísicos. Ou seja, pretendo defender que uma disputa
específica é um desacordo metafísico legítimo apenas quando as posições
adversárias são regidas por lógicas distintas. Se correto, este critério
poderia não apenas ajudar a distinguir disputas meramente verbais de
debates metafísicos genuínos, como também forneceria um argumento
contra o deflacionismo da metafísica, garantindo a sua substancialidade
e relevância. Pretendo esclarecer o critério, apresentar seus fundamentos
e compromissos filosóficos mais básicos, dar algumas motivações tanto
lógicas quanto metafísicas para sua adoção, além de alguns exemplos de
sua aplicação.
1. Introdução
Costumamos classificar como metafísicas questões cujas respostas envolvem uma carac-
terização da estrutura mais geral da realidade. Os objetos materiais, por exemplo, exis-
tem completamente em cada instante do tempo, ou existem apenas parcialmente a cada
instante, tendo partes temporais? Os números existem independentemente de nosso pen-
samento ou são constituídos por nossa atividade mental? Estas questões costumam ser
consideradas metafísicas porque suas respostas exigem esclarecimentos sobre como a rea-
lidade é estruturada e o que a compõe. Respostas à primeira exigem uma concepção sobre
o que é o tempo e de que modo a sua passagem afeta e participa da estrutura da realidade,
e respostas à segunda exigem uma concepção sobre se a estrutura da realidade tem ou
não lugar para coisas que entendemos com o pensamento, mas que não têm materialidade,
tais como os números.
Por serem tão gerais, as perguntas metafísicas como estas nos deixam, muitas vezes,
com a sensação de que qualquer resposta que dermos a elas não terá efeito algum para
fora dos limites da própria discussão. Afinal, dois mais dois continuará sendo quatro,
sejam os números construções mentais ou objetos abstratos que existem fora de nossas
mentes. O computador no qual escrevo estas palavras agora não se altera, não fica mais
rápido ou mais lento, melhor ou pior, quando considero que ele está aqui a minha frente
em toda sua existência, ou quando considero que o que tenho a minha frente é apenas
uma pequena parte temporal do computador, cuja existência completa inclui suas partes
passadas e futuras.
Estas considerações nos levam a perguntar: haverá alguma substancialidade nos de-
bates metafísicos ou todos eles são mera perda de tempo sem qualquer conexão com o
mundo do lado de fora dos departamentos de filosofia? Será que nossas concepções sobre
a estrutura mais geral da realidade têm alguma consequência que extrapola os limites das
1 An English version of this article is available at: http://tiny.cc/b4y47y.
2 Departamento de Filosofia, UFRN. Email: durante10@gmail.com.
DOI: 10.21452/LnA_serie_n_v01_book_seminario-logica-no-aviao-2013-2018_daniel-durante_p.149-186
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próprias discussões? Se eu e você divergirmos sobre o papel da mente na consitutição da
realidade matemática, será que esta nossa divergência terá alguma influência na própria
matemática ou em suas aplicações ou nos demais campos de nossas vidas?
A maioria das pessoas comuns, dos cientistas e até alguns filósofos consideram que a
alternativa da irrelevância e da perda de tempo é a correta. Mas mesmo os que apreciam
a metafísica, muitas vezes têm dúvidas sobre se uma suposta disputa específica é de fato
relevante e substantiva ou é apenas um desacordo vocabular. Um buraco, por exemplo,
tem independência ontológica, é algo que existe por si, ou sua existência é dependente de
outra coisa, sendo ele apenas um aspecto da forma do material que o abriga? Ainda que
eu seja alguém que considera as questões metafísicas substantivas e relevantes, eu não sou
por causa disso obrigado a achar que todas as discussões supostamente metafísicas são
de fato metafísicas. Talvez este assunto sobre buracos não seja uma questão metafísica
genuína. Talvez ele seja um mero desacordo vocabular e não um problema que mereça o
rótulo de problema metafísico.
E ainda que eu considere a metafísica relevante e também considere relevante e não
meramente vocabular uma determinada questão específica, como saber se esta questão
pertence mesmo ao campo teórico da metafísica? A definição que apresentei no início, de
que as questões metafísicas são aquelas cujas respostas envolvem uma caracterização da
estrutura mais geral da realidade, é muito ampla e vaga para funcionar como um critério.
Haveria algum modo mais preciso de caracterizar as questões e debates metafísicos?
Façamos uma reorganização das questões até agora lançadas. A primeira e principal
delas é a seguinte:
(1) A metafísica como disciplina tem alguma substancialidade ou as suas questões
são irrelevantes para todos os assuntos fora de seus limites teóricos?
Um modo bastante efetivo de responder à questão sobre a relevância e substancialidade
de qualquer disciplina é analisar se as divergências teóricas internas à disciplina têm
consequências externas, fora de seus limites teóricos. Se uma divergência teórica provocar
outras divergências externas ao contexto teórico em que ela ocorreu, então esta divergência
não é irrelevante. Não é um mero desacordo vocabular inofensivo, mas uma divergência
substantiva que se espalha para outros assuntos. E se uma divergência teórica afeta outros
assuntos, então a disciplina, a área de estudos em que esta divergência ocorre não será ela
própria uma disciplina irrelevante.
Suponha, por exemplo, que eu e você tenhamos diferentes concepções filosóficas sobre
o conceito de indivíduo humano. Suponha que divirjamos sobre o que caracteriza um
indivíduo humano. Suponha, ainda, que de acordo com o meu modo de entender o
assunto, um embrião de poucas semanas não seja ainda classificado como um indivíduo
humano. O embrião não atende todos os critérios que minha concepção do que seja um
indivíduo humano requer. E suponha que de acordo com o seu modo de entender, o
mesmo embrião atende os seus critérios e é, por isso, caracterizado por você como um
indivíduo humano. Então esta nossa divergência filosófica sobre como caracterizar um
indivíduo humano nos leva a divergir sobre se um embrião de poucas semanas é ou não
um indivíduo humano. Do mesmo modo, uma divergência que pudéssemos ter sobre o
modo como as coisas materiais existem através do tempo poderia nos levar a divergir
sobre se o computador em que digito estas palavras está completamente em minha frente,
agora, ou se estou diante apenas de uma pequena parte temporal dele.
Uma consequência de nossa divergência sobre o que caracteriza um indivíduo humano
é que se de acordo com o meu critério um embrião de poucas semanas não é um indivíduo
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humano, então eu tenho condições de defender a moralidade e legalidade do aborto sem
contradizer o princípio geral de que todo o indivíduo humano tem direito à vida. Já você,
ao considerar o embrião como um indivíduo humano, não tem como defender a moralidade
e legalidade do aborto sem contradizer o mesmo princípio. Nossa divergência sobre o que
caracteriza um indivíduo humano provoca, então, outras divergências exteriores ao seu
contexto teórico, já que por causa dela vamos divergir também sobre a moralidade e a
legalidade do aborto. Por causa dela divergiremos sobre ética, direito, políticas de saúde
pública, e até nossas atitudes pessoais diante de situações específicas que envolvam o
aborto ou sua possibilidade também divergirão. Este caso mostra que a disciplina filosófica
que abriga nossa divergência sobre como entender o conceito de indivíduo humano é
bastante relevante e substancial.
Do mesmo modo, com relação à nossa divergência metafísica sobre a relação entre a
existência e a duração temporal, que nos levou a divergir sobre se o que tenho a minha
frente é o computador em toda sua existência ou apenas uma parte temporal dele; se
mostrarmos que esta divergência tem consequências exteriores à metafísica, se esta di-
vergência levar a outras divergências na física, na engenharia, em outros assuntos, se ela
se espalhar, então saberemos que a metafísica é relevante e substancial, porque teremos
mostrado que divergências metafísicas têm consequências que extrapolam os seus próprios
limites teóricos.
Deste modo, daremos uma resposta à questão (1) acima que garante substancialidade
e relevância à metafísica se respondermos afirmativamente à seguinte questão:
(2) As divergências metafísicas têm consequências que extrapolam os limites teóricos
da própria filosofia?
A metafísica não será uma perda de tempo irrelevante se mostrarmos que nossas divergên-
cias sobre questões metafísicas espalham-se e têm consequências em outras áreas externas
ao âmbito das teóricas discussões filosóficas. Mas para que uma resposta à questão (2)
possa fornecer uma resposta a adequada à questão (1) precisamos, primeiramente, de
um critério para decidir quando uma divergência específica deve ou não ser considerada
como sendo de natureza metafísica. Antes de responder à questão (2) precisamos, então,
responder à seguinte questão:
(3) O que caracteriza uma proposta específica como pertencente à metafísica e uma
divergência específica como divergência metafísica?
Minha proposta é utilizar o critério que intitula este artigo, nenhuma divergência metafí-
sica sem incompatibilidade lógica, como uma caracterização das propostas e divergências
metafísicas que responde à questão (3) de um modo que leva a uma resposta afirmativa
da questão (2) e, por conseguinte, a uma resposta da questão (1) que assegura relevân-
cia e substancialidade à metafísica. Ao raciocinarmos de acordo com lógicas diferentes
e incompatíveis, usamos diferentes padrões para justificar a verdade das sentenças. Se
P1, ...,Pn ` A for um argumento válido de acordo com a lógica que eu uso, mas inválido
na lógica que você usa, e se nós dois concordamos que todas as premissas P1, ...,Pn são
verdadeiras, ainda assim nós poderemos discordar sobre a verdade de A. Para mim A
tem que ser verdadeira, pois em minha lógica P1, ...,Pn justificam sua verdade. Mas, para
você, A pode ser falsa, porque na sua lógica P1, ...,Pn não são suficientes para justificar a
verdade de A. Nossa divergência lógica nos autoriza a discordar sobre o valor de verdade
de A, que pode ser uma sentença de qualquer assunto. Então, ao demandarem desacordos
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lógicos, os desacordos metafísicos podem espalhar-se através da lógica e ter consequên-
cias em todos os demais assuntos sobre os quais raciocinamos. Os desacordos metafísicos
serão, portanto, substanciais e relevantes.
O fundamento deste critério é a ideia de que os princípios lógicos de inferência cons-
tituem-se em (ou são contrapartidas de) princípios metafísicos, e que qualquer proposta
metafísica específica é indissociável de uma proposta lógica específica, de modo que não
é possível haver divergência metafísica legítima sem que haja também divergência ou
incompatibilidade lógica. Esclarecer este critério e seu fundamento, e apresentar algu-
mas justificativas lógicas e metafísicas para sua adoção, além de alguns exemplos de sua
aplicação, são o objetivo deste artigo.
A proposta que aqui apresento possui forte inspiração em dois importantes filósofos
do Século XX. Willard van Orman Quine e Michael Anthony Eardley Dummett. Esta
inspiração é ao mesmo tempo positiva e crítica. Por um lado, aproprio-me de muitas
ideias destes autores e, por outro lado, ao reconhecer os problemas que a literatura tem
apontado nas abordagens de cada um deles, construo o critério como uma resposta ou
reação a eles.
No restante do artigo, na Seção 2, antes de propriamente esclarecer e justificar o cri-
tério da incompatibilidade lógica, reflito sobre seus limites e sobre a dupla posição que
ele ocupa enquanto uma tese em filosofia da lógica e uma tese metametafísica. Na Seção
3, apresento brevemente a proposta metodológica de Quine para a ontologia. Suas ideias
de arregimentação e compromisso ontológico representam a primeira inspiração de nossa
tese e constituem-se em seus primeiros passos. Na Seção 4, esclareço uma limitação do
método quineano e inicio a explicação mais minuciosa do critério, que corresponderá a
uma proposta de superação desta limitação. Na Seção 5, discuto a proposta de Dummett
para o tratamento das diversas instâncias do debate entre realismo e antirrealismo, o que
fornecerá tanto um exemplo de aplicação bem sucedida do critério da incompatibilidade
lógica, quanto algumas motivações metafísicas para sua adoção. A abordagem de Dum-
mett aos debates metafísicos representa a segunda fonte principal de inspiração para nossa
abordagem. Na Seção 6, critico a tese tradicional da separação entre lógica e metafísica,
e aprofundo os argumentos em favor da interpretação dos teoremas quantificacionais da
lógica como princípios metafísicos. Na Seção 7, proponho a tese da generalidade absoluta
como um critério de demarcação da lógica e reforço, com argumentos lógicos, a concepção
dos princípios lógicos como princípios metafísicos. Na Seção 8, aplico o critério a uma
controvérsia específica entre Kris McDaniel e Peter van Inwagen a respeito da univoci-
dade ou não do ser, demonstrando que, neste caso, a controvérsia não se trata de uma
divergência metafísica legítima. Finalmente, na Seção 9, termino o artigo com algumas
breves considerações finais.
2. Alcance e Limites: filosofia da lógica e metametafísica
A partir da primeira metade do Século XX, a ideia de uma suposta neutralidade meta-
física da lógica ganhou força e adeptos. Ela já estava presente nas Investigações Lógicas
de Edmund Husserl (2015) e adquiriu notoriedade com as teses do Tractatus Logico-
Philosophicus de Ludwig Wittgenstein (2014) de que “o mundo é a totalidade dos fatos,
não das coisas”, e de que as verdades lógicas nada informam sobre os fatos, não têm con-
teúdo factual. Posteriormente, Rudolf Carnap (1969) deu forma definitiva a esta ideia e
a utilizou para isolar e protejer a lógica das pesadas críticas deflacionistas que ele e os
demais positivistas lógicos dirigiram à metafísica. Finalmente, com a adoção da lógica
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clássica de primeira ordem e das concepções de Alfred Tarski (1944) sobre verdade e con-
sequência lógica como o padrão ortodoxo entre lógicos e filósofos, a tese da neutralidade
metafísica da lógica tornou-se hegemônica e ubíqua.
Para ilustrar esta tese, costumo contar aos meus estudantes a fábula do meteorologista
de um jornal local que, no primeiro dia de trabalho, não queria arriscar seu emprego com
uma previsão do tempo errada e publicou em seu boletim: “amanhã, em Natal, choverá
ou não choverá”. Ele acertou a previsão, mas perdeu o emprego mesmo assim. A previsão
“choverá ou não choverá” é tão geral que simplesmente é impossível de ser falsa. Chova ou
faça sol ela está correta. Mas qual é a utilidade de uma previsão do tempo que, ainda que
verdadeira, não nos ajuda a decidir se ao sair de casa pela manhã devemos ou não levar
o guarda-chuva ou um casaco? Ao ganhar generalidade a previsão perdeu informação, e
o pobre meteorologista, o emprego.
Por serem compatíveis com todas as possibilidades em que os fatos podem se dar,
as verdades lógicas, tais como “choverá ou não choverá”, estariam separadas deles e da
realidade e seriam, por isso, verdades meramente analíticas. Elas não tocam os fatos e
não nos ajudam a saber o que ocorrerá ou não ocorrerá. Ao nada nos informarem sobre
a realidade, as verdades lógicas seriam metafisicamente neutras.
Apesar da predominância desta tese durante boa parte do Século XX, os principais
filósofos ao longo da história anterior, de Aristóteles a Russell, passando pelos medievais,
por Leibniz e por Frege, não concebiam a lógica como metafisicamente neutra. Para a
surpresa de muitos lógicos contemporâneos os princípios da identidade, da contradição e
do terceiro excluído, que contemporaneamente são conhecidos como os três princípios aris-
totélicos da lógica clássica (D’Ottaviano and Feitosa, 2003), não foram apresentados por
Aristóteles como princípios lógicos ou princípios da razão. Foram apresentados como “os
princípios mais certos aplicáveis a todas as coisas” (Metafísica, 1005b10-35) (Aristotle and
McKeon, 1941). Ou seja, princípios metafísicos. Um indício deste fato é que os referidos
princípios são propostos e detalhadamente tratados não nos textos lógicos de Aristóteles,
agrupados pelos comentadores antigos no Organon, mas no Livro 4 da Metafísica. Lá eles
aparecem como primeiros princípios da ciência do ser enquanto ser (metafísica) e, por
isso, de todas as outras ciências (Smith, 2019).
Em Frege também podemos encontrar vestígios desta concepção metafísica da lógica.
Ele considerava que só seria possível justificar a concepção de que as leis da lógica são
leis prescritivas para o pensamento, se as entendêssemos de um modo mais fundamental
como leis da verdade, ou leis que estabelecem o que é. Para explicar-se distinguiu dois
sentidos para a palavra “lei”. Num sentido, o das leis da natureza, uma lei estabelece
o que é. Todas as ocorrências factuais sempre se conformam às leis da natureza. No
outro sentido, o das leis morais ou civis, uma lei é uma prescrição que estabelece o que
deve ser. Nem todas as ocorrências factuais se conformam com as leis morais ou civis.
Como o pensamento é um processo mental, as leis sobre como o pensamento é estão no
âmbito da psicologia, não da lógica. Então, quando se diz que as leis da lógica são leis
do pensamento, a única possibilidade é de as entendermos como leis prescritivas para o
pensamento.
Mas o que dá à lógica o poder de prescrever as regras do pensamento? A resposta de
Frege foi identificar as leis da lógica com as leis da verdade, leis que no âmbito mais geral
possível estabelecem o que é.
Qualquer lei que estabelece o que é pode ser concebida como prescrevendo que
se deve pensar em conformidade com ela, e é, então, uma lei [prescritiva] do
pensamento. (Frege and Furth, 1967, 12)
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Assim, o que dá à lógica o direito de prescrever o pensamento correto é, para Frege, o
fato de as leis lógicas serem leis sobre o que é. Deste modo, para Frege, assim como para
Aristóteles, as leis da lógica são leis sobre todas as coisas, sobre o que é. E, neste sentido,
são leis metafísicas.
Nos dias atuais, com a explosão das propostas de lógicas não clássicas, a tese da
neutralidade metafísica da lógica, apesar de ainda vigente e forte em muitos círculos,
vem sendo regularmente e cada vez mais confrontada.3 Podemos talvez considerar que a
sobrevivência ainda hoje da tese da neutralidade metafísica da lógica é uma das últimas
e mais fortes influências do positivismo lógico na filosofia contemporânea.
O critério que pretendo apresentar, motivar e exemplificar e que intitula este artigo
assume exatamente a antítese da neutralidade metafísica da lógica. Mais do que a sua
não neutralidade metafisica, quero defender a ideia oposta de que os princípios lógicos de
inferência são também princípios metafísicos, e que qualquer proposta metafísica específica
é indissociável de uma proposta lógica específica, não sendo possível haver uma divergência
metafísica sem a companhia de uma divergência lógica.
Antes de esclarecer e exemplificar seu conteúdo, vamos refletir um pouco sobre como
entender a dupla natureza filosófica do critério que proponho. Ele inclui tanto uma tese em
filosofia da lógica, quanto uma tese metafísica, ou metametafísica, como alguns filósofos
preferem chamar as teses que lidam com a natureza e a metodologia das questões meta-
físicas (Tahko, 2015). No âmbito da filosofia da lógica, a tese que nosso critério carrega
é bastante simples. Ela alia-se à tradição de Aristóteles e Frege e constitui-se na antítese
da tese da neutralidade metafísica da lógica. Os princípios lógicos de inferência não são
metafisicamente neutros. Ao contrário, eles são princípios metafísicos. Ao prescreverem
as regras do pensamento, os princípios lógicos estabelecem obrigações e proibições vigen-
tes a todos os seres e podem ser interpretados como princípios metafísicos que descrevem
a estrutura mais geral da realidade.
Em seu aspecto metametafísico, por sua vez, nosso critério apresenta respostas a duas
questões fundamentais. Ele tanto (a) responde afirmativamente à questão da substancia-
lidade e relevância da metafísica, quanto propõe que (b) os métodos da lógica podem ser
proveitosamente incluídos entre os métodos da investigação metafísica.
Quanto à questão (a), se o que caracteriza um debate como genuinamente metafísico é
a incompatibilidade lógica das posições adversárias, então todos os desacordos metafísicos
são substanciais e fazem diferença. Afinal, se diferentes propostas metafísicas demandam
lógicas diferentes, então nossos posicionamentos metafísicos, através de suas especifici-
dades lógicas, influenciarão todos os demais assuntos sobre os quais raciocinamos. Os
diferentes modos de fazer inferência que a divergência metafísica requer fazem com que
esta divergência seja carregada para fora do limites da metafísica. Ela influenciará to-
dos os assuntos, dos mais corriqueiros aos mais sofisticados. Então, se eventualmente
nos deparamos na literatura com debates supostamente metafísicos, mas que não têm
consequências que extrapolam seus próprios limites, isso só pode ter ocorrido quando as
posições adversárias não são logicamente incompatíveis. Mas neste caso, segundo nosso
critério, este não será um genuíno debate metafísico. Certamente a literatura está repleta
de exemplos deste caso, e uma das principais motivações de nossa proposta é justamente
separar estas discussões meramente verbais dos debates genuinamente metafísicos.
Nosso critério também responde à questão (b), sobre os métodos da investigação meta-
física, propiciando uma alternativa metodológica específica. E aqui é preciso ter bastante
3 Um excelente exemplo desta tendência é Williamson (2015).
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cuidado. Por um lado, o critério é suficientemente atrevido para afirmar que qualquer
proposta que mereça o rótulo de “metafísica” deve ter uma especificidade lógica, de modo
que a toda proposta metafísica específica relaciona-se, como contrapartida, uma proposta
lógica específica. Isso sem dúvida dá à lógica um papel metodológico privilegiado na
investigação metafísica. Mas este papel privilegiado não deve ser confundido com exclusi-
vidade. De maneira nenhuma estou propondo o fim da metafísica e sua substituição pela
lógica, nem tampouco pretendo legislar sobre os métodos legítimos nos quais a investi-
gação metafísica deve ocorrer. As propostas metafísicas são produzidas e argumentadas
pelos filósofos de diversas maneiras e em diversos estilos e tradições. E suas propostas
e argumentações podem ser fortes e convincentes o suficiente para angariar adeptos, su-
plantar posições rivais e solucionar questões, sem que haja qualquer necessidade de apelo
explícito à lógica. Esta saudável liberdade metodológica, no entanto, não impede ninguém
de aplicar nosso critério para acessar, interpretar e fornecer a contrapartida lógica de uma
proposta metafísica qualquer e, ao fazer isso, obter esclarecimento e compreensão sufici-
entes para julgar, avaliar, decidir, completar e até apontar falhas na proposta original,
nos termos em que ela foi originalmente produzida. Esta mesma liberdade metodológica
também não impede ninguém de procurar na miríade atual de sistemas lógicos específicos,
produzidos com as mais variadas motivações, que na maioria das vezes não têm a mais
remota ligação com a metafísica, quais seriam as interpretações metafísicas específicas a
eles vinculadas, retirando assim dos desenvolvimentos da lógica, argumentos e conteúdo
metafísico.
Podemos, a título de ilustração, comparar a relação entre lógica e metafísica susci-
tada por nosso critério com o isomorfismo que Descartes mostrou haver entre álgebra e
geometria, quando introduziu o sistema de coordenadas cartesianas, lançando as bases da
geometria analítica. O surgimento da geometria analítica não destruiu nenhuma das duas
disciplinas em que a matemática se dividia. Depois de Descartes, a álgebra continuou
sendo álgebra e continuou sendo desenvolvida independentemente da geometria, tendo
as mais variadas motivações e aplicações. Similarmente, a geometria continuou sendo
geometria e continuou sendo desenvolvida independentemente da álgebra. No entanto, a
geometria analítica possibilitou o uso da álgebra para a solução de problemas geométricos
e o uso da geometria para a solução de problemas algébricos. A geometria analítica nos
assegura que todo fato geométrico tem uma contraparte algébrica e vice-versa. Ela in-
clusive nos permitiu ampliar os horizontes da geometria para além das três dimensões de
nossa intuição espacial, o que teve profundas e profícuas consequências em suas aplicações
na física, por exemplo.
O critério que aqui defendo funda-se em uma hipótese que pode ser entendida, meta-
foricamente, como a admissão de um isomorfismo entre lógica e metafísica nos mesmos
termos do isomorfismo entre álgebra e geometria que o sistema de coordenadas cartesianas
nos dá. A lógica, então, seria para a metafísica o mesmo que a álgebra é para a geometria.
O desenvolvimento da lógica é guiado pela pauta que os lógicos dão à sua disciplina, do
mesmo modo que o desenvolvimento da álgebra é guiado pela pauta que os algebristas
dão para a sua disciplina. Entre as muitas motivações e aplicações que pautam o traba-
lho dos algebristas hoje, há também as geométricas. Do mesmo modo, se a hipótese do
isomorfismo entre lógica e metafísica for correta, então deveremos encontrar aplicações
metafísicas nos desenvolvimentos já feitos em lógica, e poderemos incluir na pauta dos
futuros desenvolvimentos em lógica também motivações e aplicações metafísicas.4
4 No decorrer do texto usarei a expressão “critério da incompatibilidade lógica” para me referir ao
critério de caracterização das divergências genuinamente metafísicas que intitula este artigo, e utilizarei
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Não estou de modo algum propondo o fim da metafísica e sua conversão em lógica.
Nem tampouco estou propondo que todas as justificativas e motivações para as pesquisas
em lógica sejam restritas à metafísica. Mas estou sim propondo que podemos olhar para
as propostas metafísicas procurando suas contrapartidas lógicas, e que ao encontrá-las
obteremos elementos que eventualmente podem melhorar nosso entendimento sobre estas
propostas e podem nos ajudar a distinguir controvérsias genuinamente metafísicas de
divergências meramente verbais ou de outra natureza.5
Dada a imensa amplitude e generalidade das propostas e disputas metafísicas e dos
desenvolvimentos que hoje em dia são considerados fazer parte da lógica, estou ciente das
enormes dificuldades que o critério que proponho enfrenta. Ainda não tenho respostas
para a maioria delas. Também não espero angariar a simpatia dos metafísicos avessos
a propostas fundadas em arregimentação formal, nem daqueles envolvidos em debates
que segundo nosso critério não seriam classificados como genuinamente metafísicos. Aos
primeiros, reforço que não proponho a substituição da metafísica pela lógica, mas apenas
o uso de um critério lógico para a identificação da substancialidade dos debates metafísi-
cos. Este critério, longe de substituir a metafísica e seus métodos, de atacá-la, reformá-la
ou decretar seu fim, é, ao contrário, uma defesa de sua centralidade e importância. Ao
vincularem-se a posicionamentos lógicos específicos, as proposições metafísicas garantem
sua relevância e influência para fora de seus próprios limites, atingindo todos os demais
assuntos sobre os quais raciocinamos. Aos segundos, aqueles filósofos envolvidos em de-
bates que não seriam genuinamente metafísicos de acordo com nosso critério, acrescento
que não ser classificado como metafísico não é, em geral, um demérito. Para a maioria das
pessoas, na maioria das vezes, é exatamente o contrário disso, um mérito. O debate pode
ser científico, religioso, cultural e, nestes casos, será quase sempre relevante. E ainda que o
debate seja meramente verbal ou vocabular, pode ainda assim ter relevância ao esclarecer
determinados usos e abusos das palavras. Talvez a própria tese que aqui defendo seja, no
final das contas, ela mesma uma proposta meramente vocabular sobre o que deve ou não
ser incluído sob o conceito de metafísica. Ainda que este seja o caso, a proposta não seria
irrelevante e sem mérito apenas por isso.
Também estou ciente de que o critério que proponho envolve escolhas metodológicas e
temáticas sobre como tratar cada uma das duas disciplinas, que certamente desagradarão
a muitos. Lógicos e metafísicos poderão alegar que tanto a lógica quanto a metafísica
são muito diversas ou mais amplas do que aquilo que estou incluindo sob a hipótese do
isomorfismo. Meu único consolo sobre este ponto é negativo. As questões de delimitação
são extremamente controversas e não há, que eu saiba, nenhuma proposta de delimita-
ção destas duas disciplinas que tenha angariado adesão hegemônica. O que no momento
acredito ter condições de oferecer é nada mais do que uma definição clara do critério, al-
guns esclarecimentos de seu significado, de seus compromissos e pressuposições filosóficas,
juntamente com um conjunto de motivações tanto lógicas quanto metafísicas para a sua
adoção, além de uns poucos exemplos de sua aplicação.
a expressão “hipótese do isomorfismo” para me referir a esta relação isomórfica entre lógica e metafísica
que proponho como fundamento para o critério da incompatibilidade lógica.
5 Uma outra consequência da admissão da hipótese do isomorfismo é que ela nos incita a fazer também
a pesquisa inversa desta que ora nos ocupa. Ou seja, podemos olhar para as propostas lógicas procurando
suas contrapartidas metafísicas e, se as encontrarmos, obteremos elementos que eventualmente podem
melhorar nosso entendimento sobre estas propostas, ajudando-nos a esclarecê-las, justificá-las e classificá-
las. O critério oposto ao nosso título, nenhuma divergência lógica sem incompatibilidade metafísica,
também merece nossa atenção e pesquisa. Mas isto é assunto para um outro artigo.
156
3. Metaontologia Quineana: compromisso ontológico
3. Metaontologia Quineana: compromisso ontológico
Afirmar que o que caracteriza uma proposta como metafísica é a sua especificidade lógica,
que não há divergência metafísica sem divergência lógica, evidencia um forte compromisso
com a formalização e vincula nossa abordagem a uma tradição que teve na proposta
metodológica de Quine para a ontologia seu modelo paradigmático. Mas o que é ontologia?
Para a maioria dos filósofos a ontologia é uma subárea da metafísica. A metafísica lida
com os aspectos da estrutura mais geral da realidade. Quais coisas ou tipos de coisas
existem é um destes aspectos, e é o tema da ontologia.6 Nosso critério vincula-se à
proposta metodológica de Quine e serve-se de muitos dos seus elementos. Os próximos
passos serão, por isso, entender as linhas gerais da proposta de Quine, o que fazemos de
modo bastante abreviado nesta sessão, e entender alguns de seus limites e problemas, o
que fazemos na sessão seguinte.7
Aquilo que tomamos como verdadeiro nos compromete. Quine aproveitou esta pla-
titude para propor uma metodologia naturalista para a ontologia. Ele introduziu um
critério para identificar quais são os compromissos ontológicos das teorias que aceitamos
e propôs que nossa ontologia deve conter exatamente as entidades que correspondem a
estes compromissos ontológicos extraídos de nossas melhores teorias científicas.
Segundo Quine, ao assumirmos uma teoria como verdadeira, nos comprometemos com
a existência de certas entidades que são os compromissos ontológicos da teoria:
Estamos condenados a uma pressuposição ontológica particular se, e somente se,
o alegado pressuposto tiver que ser reconhecido entre as entidades sobre as quais
variam nossas variáveis a fim de tornar uma de nossas afirmações verdadeiras.
Quine (1963c, 13)
Ou seja, uma teoria compromete-se ontologicamente com espécies biológicas, por exem-
plo, quando a não inclusão de espécies biológicas entre as entidades que são valores das
variáveis de suas sentenças faz com que algumas destas sentenças fiquem falsas.
Quine, seguindo a tradição inaugurada por Frege e Russell, vincula existência com
quantificação. Esta vinculação faz com que estas entidades (que têm que estar entre os
valores das variáveis das sentenças de nossas teorias para que elas sejam verdadeiras) sejam
reveladas nas afirmações existenciais. Ele afirma explicitamente, “A existência é o que o
quantificador existencial expressa. Há coisas do tipo F se e somente se ∃x F(x)” (Quine,
1969, 97). Então uma teoria compromete-se ontologicamente com espécies biológicas se
a afirmação da existência de espécies biológicas estiver entre as sentenças da teoria. Em
geral, uma teoria T compromete-se ontologicamente com entidades do tipo P se e somente
se a afirmação de que existem Ps está entre as afirmações da teoria. Em símbolos:
T compromete-se ontologicamente com Ps ⇐⇒ T  ∃x P(x)
Outro fato importante à proposta de Quine, muitas vezes negligenciado, é que os por-
tadores de compromissos ontológicos não são as sentenças tomadas isoladamente, mas
teorias. E por teoria Quine entende sua definição lógica usual. Uma teoria é um conjunto
de sentenças fechado pela relação de consequência lógica. Ou seja, dado um conjunto de
sentenças T qualquer, a teoria T (da qual T é uma axiomática) conterá além das sentenças
6 A distinção e delimitação entre ontologia e metafísica é também um assunto polêmico. Estou
provisoriamente assumindo de modo acrítico a posição hegemônica entre os filósofos. A ontologia é uma
subárea da metafísica que responde à questão sobre quais coisas existem. Nas próximas seções teremos
mais a dizer sobre a distinção entre metafísica e ontologia.
7 Em Berto and Plebani (2015), van Inwagen (2009) e Durante (2014) há detalhadas e acessíveis
exposições dos diversos elementos que compõem a proposta metodológica de Quine.
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de T todas as suas consequências lógicas.8 Então tratar um determinado discurso como
uma teoria, ou seja, acrescentar ao discurso todas as suas consequências lógicas, nos dá a
capacidade de identificar nas afirmações existenciais desta teoria todos os compromissos
ontológicos do discurso.
Mas este é um critério lógico e formal. Nem a linguagem natural e nem mesmo as
linguagens científicas semiformalizadas contém explicitamente variáveis e quantificadores
existenciais. Então, antes de encontrar os compromissos ontológicos de uma teoria, é
preciso arregimentá-la em uma notação canônica formal.
O método da ontologia, para Quine, requer assim três etapas:
(1) Arregimente as melhores teorias científicas em uma notação canônica formal.
(2) Use o critério definido acima para listar todos os compromissos ontológicos (dados
pelas afirmações existenciais) destas teorias arregimentadas.
(3) Inclua em sua ontologia apenas as entidades correspondentes a estes compromis-
sos ontológicos e nada mais.
A proposta de Quine para a ontologia é naturalista. A filosofia trabalha junto com a
ciência. A ontologia, aliás, vem depois da ciência. Primeiro me dê as nossas melhores
teorias científicas, depois te dou minha ontologia, dirá a filósofa (ou filósofo) engajada à
proposta metodológica quineana.
Esta filósofa não tem qualquer liberdade sobre os passos 2 e 3. Eles são fixos. Corres-
pondem a meras aplicações de procedimentos preestabelecidos. O espaço para o debate
filosófico sobre ontologia ocorre, então, exclusivamente no passo 1 da estratégia, o passo
da arregimentação através de paráfrases na notação canônica. Diferentes paráfrases po-
dem levar a diferentes compromissos ontológicos. Mas como, segundo Quine, devemos
sempre respeitar a navalha de Occam, então nossa ontologia deveria ser sempre aquela
que se compromete com menos entidades. Incluiremos em nossa ontologia apenas aquelas
entidades que forem indispensáveis.
Um debate ontológico sobre se determinado tipo de entidade P existe, seria sempre um
debate sobre a indispensabilidade P . Seja T a teoria científica que lida com Ps. E sejam
T1, ...,Tn todas as arregimentações formais disponíveis de T . Se todas as arregimentações
têm entre suas consequências lógicas a afirmação existencial ∃x P(x), ou seja, se para todo
(1 ≤ i ≤ n), Ti  ∃x P(x), então as entidades P são indispensáveis e devem entrar em nossa
ontologia. Caso haja alguma arregimentação Tj, (1 ≤ j ≤ n) em que ∃x P(x) não é uma
de suas consequências lógicas, ou seja, caso haja algum j tal que Tj 2 ∃x P(x), então as
entidades do tipo P não são indispensáveis e não devem entrar em nossa ontologia.
O debate ontológico resume-se, na metodologia quineana, às discussões dos filósofos
sobre se diferentes propostas de arregimentação são ou não bem-sucedidas em parafrasear
todo o conteúdo das teorias científicas. Dadas duas arregimentações bem-sucedidas neste
quesito, ganha o debate ontológico aquela que assumir menos compromissos, a que for
mais econômica ontologicamente.
Por exemplo, se for possível apresentar arregimentações formais de nossas melhores
teorias científicas relacionadas com espécies biológicas que não possuam entre suas con-
sequências lógicas a afirmação da existência de espécies biológicas, isto demonstrará que
8 Em símbolos: T = {ϕ / T  ϕ}. Uso a notação T, grafada sem serifa, para denotar um conjunto
qualquer de sentenças (um discurso), e a notação T, em negrito, para denotar o fecho dedutivo de T.
Ou seja, T denota a teoria completa da qual as sentenças de T são os axiomas. Deste modo a definição
de compromisso ontológico apresentada acima também poderia ser dada por:
T compromete-se ontologicamente com Ps ⇐⇒ ∃x P(x) ∈ T
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a biologia não se compromete ontologicamente com espécies biológicas e elas não devem
fazer parte de nossa ontologia, porque não são indispensáveis. Para Quine nossa ontologia
deve conter apenas aquelas entidades que são indispensáveis às nossas melhores teorias
científicas.
Já os números, por sua vez, Quine os incluía na ontologia, porque os via como indis-
pensáveis. Muitas de nossas melhores teorias científicas comprometem-se ontologicamente
com eles ao exigirem que números estejam entre os valores das variáveis quantificadas em
suas afirmações existenciais. Os números deveriam, por isso, fazer parte da realidade e
estar entre as coisas que existem.
Mas para que um debate ontológico deste tipo possa ser racionalmente conduzido, é
preciso que seus participantes concordem previamente sobre algumas importantes questões
fundamentais:
a) Os filósofos participantes do debate têm que concordar sobre quais são as nossas
melhores teorias científicas, aquelas que merecem a consideração da filosofia.
b) Eles também têm que concordar sobre qual é a linguagem formal em que as ar-
regimentações são feitas. Quais são os recursos formais que podem ser utilizados
em nossas paráfrases arregimentadas?
c) Por fim, eles têm que concordar sobre qual é a lógica que governa todas as teorias.
Afinal, lógicas diferentes apontarão diferentes sentenças entre as consequências
de determinada teoria, o que pode levar a compromissos ontológicos diferentes.
As prescrições da metodologia quineana para estes acordos são bastante específicas e
restritivas. Segundo ele, o item (a) é de responsabilidade dos cientistas não dos filósofos.
Na ontologia naturalizada quineana não há espaço para a especulação filosófica a priori
sobre o que existe. O trabalho dos filósofos começa apenas após o acordo científico sobre
quais são as nossas melhores teorias.
Com relação ao item (b) Quine estipula que a arregimentação deve ser feita na lingua-
gem da lógica de primeira ordem, com identidade, sem constantes individuais, tratando os
nomes via teoria das descrições definidas de Russell. Esta linguagem formal na qual as ar-
regimentações de todas as teorias científicas devem ser feitas para que seus compromissos
ontológicos possam ser revelados ficou conhecida como a “notação canônica” de Quine.
Finalmente, quanto ao item (c), a única possibilidade legítima para Quine é a Lógica
Clássica de Primeira Ordem, com o eventual complemento de sua teoria de conjuntos de
primeira ordem NF.9
Esta proposta de Quine para a metodologia da ontologia tem muitos méritos. Sua
noção geral de compromisso ontológico juntamente com os requerimentos da arregimen-
tação formal e da indispensabilidade ajudaram a esclarecer inúmeras questões, tais como
a suposta contradição das declarações de não-existência (Quine, 1963c). No entanto, suas
prescrições para os acordos (a), (b) e (c) jamais ganharam adesão hegemônica.
No caso do acordo (a), ainda que haja grande consenso em reconhecer que os compro-
missos ontológicos das teorias científicas devem ser seriamente considerados em qualquer
proposta ontológica, muitos filósofos com inclinação menos naturalista não estão dispos-
tos a aceitar que a ciência tenha exclusividade em ditar a pauta da ontologia. Mais
graves do que esta divergência de postura são as limitações que as prescrições de Quine
para os acordos (b) e (c) impõem à sua abordagem. Na próxima sessão explorarei uma
destas limitações específicas e, ao final, proporei um modo de transpô-la que nos levará
9 Ver Quine (1963b) e Durante (2011).
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diretamente ao esclarecimento do critério da incompatibilidade lógica e da hipótese do
isomorfismo.
4. Além da Ontologia: compromisso metafísico
Suponha que estejamos interessados em investigar se os números existem independente-
mente de nosso pensamento ou se são constituídos exclusivamente por nossa atividade
mental. Esta questão pode ser entendida de duas maneiras distintas, ou como uma per-
gunta ontológica mais restrita sobre se os números existem ou não, se fazem ou não parte
da realidade; ou como uma pergunta metafísica mais ampla sobre qual o papel da mente
na constituição da realidade matemática.
Por exemplo, algumas pessoas dirão que se os números são construções que só existem
em nosso pensamento, então eles não fazem parte da realidade objetiva, na verdade não
existem. Para estas pessoas, o pensamento está completamente separado da realidade
e, portanto, o que está só no pensamento não existe na realidade. Para elas, então, a
divergência sobre se os números são construções mentais ou são independentes de nosso
pensamento não será uma questão metafísica ampla sobre a estrutura da realidade, mas
uma questão ontológica restrita sobre se os números existem ou não. Se eles forem cons-
truções mentais, não existem. Se forem independentes de nosso pensamento, existem.
Entendida deste modo ontológico, a questão das entidades matemáticas é tratável pela
metodologia de Quine, que nos ajudará a respondê-la em um de dois modos possíveis: ou
os números existem, porque eles estão entre as afirmações existenciais das arregimentações
de nossas melhores teorias científicas e são, por isso, indispensáveis; ou eles não existem,
porque obtivemos sucesso na produção de arregimentações alternativas para as teorias
científicas que não assumem compromissos ontológicos com os números. Quine admitiu
a indispensabilidade dos números e os incluiu em sua ontologia. Mas para ele, tanto
quanto a ciência, a ontologia e toda a filosofia também são revogáveis. Se algum dia
conseguirmos produzir arregimentações alternativas e bem-sucedidas de nossas melhores
teorias científicas que não assumam compromissos ontológicos com números, neste dia
deveremos retirar os números de nossa ontologia. Alguns filósofos adotaram esta pauta
e se lançaram nesta e em outras tarefas semelhantes com resultados parciais bastante
interessantes.10
Mas seja qual for a resposta aqui, esta interpretação ontológica da questão fundamenta-
se em um pressuposto mais geral sobre a estrutura da realidade: o que existe apenas em
nossa mente, aquilo que é constituído apenas por nosso pensamento, não faz parte da
realidade, não existe. Então a interpretação ontológica da questão compromete-se com a
seguinte tese metafísica a respeito do papel da mente na estrutura geral da realidade, que
poderíamos chamar de tese realista:
(1) A mente está separada da realidade.
A outra interpretação possível para a questão da relação dos números com o pensamento
não a trata como uma questão ontológica restrita sobre a existência ou não dos números,
mas como uma questão metafísica ampla sobre se a mente tem ou não papel na constitui-
ção da realidade matemática. Algumas pessoas podem não aceitar a tese realista (1) e por
isso considerar que ser constituído por nossa mente faz parte dos traços admissíveis para
a estrutura da realidade. Ou seja, para estas pessoas uma das características da realidade
é que a mente pode ter papel constitutivo em pelo menos alguma parte sua, sustentando
a existência de algumas das coisas que consideramos reais. Para elas, então, afirmar que
10 Um ótimo exemplo de trabalhos deste tipo é Field (2016).
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os números são construções mentais não significa afirmar que eles não existem, significa
ao invés afirmar que eles existem, e que a mente tem papel constitutivo em sua existência.
Mesmo que eu discorde desta posição e queira debatê-la, o debate que travarei não
será ontológico. Não será um debate sobre se os números existem ou não, mas um debate
metafísico sobre o papel da mente na estrutura da realidade. As duas respostas possíveis
para esta interpretação da questão são: ou a nossa mente não tem papel algum na consti-
tuição da realidade matemática e os números, se existirem, existirão independentemente
de nosso pensamento; ou nossa atividade mental tem papel constitutivo na realidade ma-
temática e a existência dos números depende e é indissociável de nosso pensamento. A
primeira resposta representa um compromisso com a tese realista (1), de que a mente
está separada da realidade, pelo menos para o caso da realidade matemática, e a segunda
resposta representa um compromisso com a tese oposta, que poderíamos chamar de tese
idealista:
(2) A mente não está separada da realidade.
Posicionar-se com relação a este debate, no entanto, não nos compromete, necessaria-
mente, com nenhuma tese ontológica sobre se os números existem ou não. Respondê-lo
negando qualquer papel à mente na estrutura da realidade matemática deixa ainda sem
resposta a questão sobre se os números existem ou não. Respondê-lo, ao contrário, atri-
buindo papel constitutivo à mente na estrutura da realidade matemática, aproxima-nos
um pouco mais de um compromisso com a existência dos números. Mas não a tal ponto
de tornar incoerente uma posição que assume a tese idealista (2) e ao mesmo tempo nega
que o tipo de atividade mental relacionada com os números seja do tipo ontologicamente
constitutivo.11
Como não se trata de um debate ontológico, mas metafísico, sobre o papel da mente na
estrutura da realidade, o método do compromisso ontológico de Quine não nos ajudará.
Assumir ou evitar compromissos ontológicos com os números não nos vinculará a nenhum
dos lados deste debate. Será que há algo que nos vincula? Haveria algo, algum padrão
ou indicador que faria no caso de debates metafísicos como este o mesmo papel que
os compromissos ontológicos fazem no caso de debates ontológicos? Haveria algo que
pudéssemos chamar de compromisso metafísico de um discurso ou teoria? Nossa aposta
é a de que há. Da mesma forma que as afirmações existenciais das teorias expressam
seus compromissos ontológicos, o sistema de lógica que tomamos como regulando uma
determinada teoria ou discurso expressaria seus compromissos metafísicos.
A ideia aqui é que se aceitamos o fundamento da noção de compromisso ontológico,
ou seja, a concepção de que “a existência é o que o quantificador existencial expressa”
(Quine, 1969, 97), então devemos aceitar também que os princípios lógicos que regulam
o comportamento dos quantificadores e demais conectivos são princípios metafísicos que
exprimem um conceito de existência e delimitam os aspectos estruturais mais básicos
da realidade. Este fato é o principal fundamento de nossa hipótese do isomorfismo e do
11 O fundamento desta posição é o fato de que alguns de nossos pensamentos podem simplesmente não
satisfazer os critérios que consideramos como suficientes para que eles sejam constitutivos do que tomamos
como pertencente à realidade. Ainda que a mente crie realidade, isso não significa, necessariamente, que
todos os nossos pensamentos casuais devam criar realidade. Pode ser que apenas os pensamentos que
satisfaçam determinados critérios o façam. Com relação às entidades matemáticas esta seria uma posição
bem estranha, já que não pensamos casualmente sobre elas, mas de um modo extremamente estruturado e
regrado pela matemática. Poderíamos nos perguntar: se nem nossos pensamentos matemáticos satisfazem
os critérios de constituir a realidade, quais pensamentos satisfariam? No entanto, apesar de estranha,
esta não é uma posição logicamente impossível.
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critério da incompatibilidade lógica. Se as afirmações existenciais de uma teoria expressam
as entidades com as quais esta teoria compromete-se ontologicamente, então a lógica que
regula os aspectos mais gerais destas afirmações existenciais e todas as demais afirmações
da teoria, a lógica que estabelece em que condições um conjunto de sentenças tem como
consequência determinada afirmação (existencial ou universal ou de qualquer outro tipo)
expressa os compromissos metafísicos desta teoria.
O próprio Quine não ignorava este fato. Em Existence and quantification, refletindo
sobre as diferenças entre a lógica clássica e a intuicionista, ele, um tanto a contragosto,
admite:
A teoria da quantificação clássica goza de uma extraordinária combinação de
profundidade e simplicidade, beleza e utilidade. [...] Desvios dela, em contraste,
tendem a parecer especialmente arbitrários. Mas como eles existem, o mais claro
e simples é dizer que conceitos de existência desviantes existem junto com eles.
(Quine, 1969, 112-113)
Neste mesmo texto, algumas páginas antes, Quine já havia afirmado que
[o] intuicionista tem uma doutrina do ser diferente da minha, na medida em que
tem uma teoria da quantificação diferente; e eu simplesmente estou em desacordo
com o intuicionista tanto num caso quanto no outro. (Quine, 1969, 108)
Quine admite explicitamente aqui que a diferença entre as teorias da quantificação clás-
sica e intuicionista, ou seja, entre as lógicas de primeira ordem clássica e intuicionista
constitui-se em uma diferença entre duas concepções distintas de existência, uma clássica
e uma outra intuicionista. Assim a questão que talvez seja a mais central da metafísica,
aquela que dá os traços mais gerais da estrutura da realidade ao abordar o significado
e características da existência é simétrica à questão mais fundamental da lógica, sobre
quais são os princípios lógicos universalmente válidos. Ao divergirem sobre quais são os
princípios lógicos válidos, clássicos e intuicionistas divergem também, e por causa disso,
nos modos como concebem a estrutura da realidade e entendem o próprio significado da
existência.
Apesar deste reconhecimento, Quine simplesmente não estava disposto a debater me-
tafísica nestes termos. Ele não estava interessado em testar as hipóteses metafísicas pro-
duzidas arbitrariamente e a priori pelos filósofos. Seu interesse no assunto limitava-se ao
seu método ontológico naturalista descrito na seção anterior. A pauta da ontologia seria
dada por nossas melhores teorias científicas que deveriam ser arregimentadas e avaliadas
segundo a lógica clássica de primeira ordem. Então a doutrina metafísica de Quine, a
única estrutura da realidade que ele se dispõe a aceitar é a que emana do (ou supervem
ao) conceito de existência vinculado à lógica clássica de primeira ordem, que ele consi-
derava adequado e suficiente para lidar com todas as questões ontológicas postas pelas
teorias científicas. O método de Quine está limitado, então, ao que temos chamado de in-
terpretação ontológica das questões metafísicas e a sua doutrina metafísica propriamente
dita está limitada aos compromissos vinculados à lógica clássica de primeira ordem.
Mas qual exatamente é a doutrina metafísica vinculada ao conceito de existência
dado pela lógica clássica de primeira ordem? Ao mesmo tempo que faz sentido afirmar
que ao regularem o comportamento mais geral dos quantificadores os princípios lógicos
constituem-se em princípios metafísicos, faz igual sentido perguntar qual é a imagem me-
tafísica que estes princípios nos dão. Afinal, os metafísicos não costumam na maioria das
vezes apresentar suas propostas através de princípios lógicos de inferência, mas através
de proposições mais imagéticas como as teses realista (1) e idealista (2), por exemplo.
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Aqui a analogia com a geometria analítica proposta na Seção 2 novamente nos ajuda. Os
princípios e teoremas lógicos seriam como as equações algébricas e a posição metafísica
a eles vinculada seria como as figuras geométricas descritas pelas equações algébricas.
À equação “x2 + y2 = 4”, por exemplo, vincula-se uma circunferência, de centro (0, 0) e
raio 2. Podemos, analogamente, perguntar qual é a posição metafísica que se vincula
aos teoremas e princípios da lógica clássica de primeira ordem. De um modo mais geral
podemos nos perguntar como extrair as diferentes teses metafísicas dadas pelos conceitos
de existência de diferentes sistemas lógicos.
Infelizmente não temos uma fórmula geral que responde a todas as questões deste
tipo. A analogia com a geometria analítica chega aqui ao seu limite. Equações algébricas
vinculam-se individualmente às figuras geométricas dadas por seus gráficos cartesianos.
Mas não temos a pretensão de vincular um a um os princípios de inferência com suas
supostas imagens metafísicas. Não creio que haja uma tal vinculação um-a-um. Da
mesma forma que Quine defende que os portadores de compromissos ontológicos não são
as sentenças tomadas individualmente, mas as teorias (conjuntos de sentenças fechados
pela relação de consequência lógica), defendo igualmente que os portadores de compro-
missos metafísicos não são os princípios ou teoremas lógicos tomados individualmente,
mas os sistemas lógicos. Lógicas distintas representariam conceitos de existência distintos
e vinculariam-se a propostas metafísicas distintas sobre a estrutura da realidade.
A abordagem metodológica que sugiro, então, para esta tarefa de procurar quais são
as posições metafísicas vinculadas aos diversos sistemas lógicos, consiste na análise ló-
gica das propostas e debates metafísicos. O critério da incompatibilidade lógica propõe
que uma divergência, um debate específico, será metafísico apenas quando as posições
adversárias forem regidas por lógicas distintas. Devemos então vasculhar a literatura
procurando pelos debates supostamente metafísicos e devemos fazer uma análise lógica
das posições adversárias buscando identificar quais são os sistemas lógicos compatíveis
com as inferências efetivamente empregadas em cada um dos lados de cada debate. Ao
eventualmente encontrarmos um sistema lógico que seja compatível com a as inferências
lógicas efetivamente utilizadas pelos defensores de uma proposta metafísica específica,
poderemos vincular esta proposta metafísica explicitamente defendida ao sistema lógico
compatível que encontramos. Ao fazer isso estaremos vinculando uma tese metafísica
específica, defendida por um dos lados do debate, com um sistema lógico específico, o
sistema compatível com as inferências lógicas efetivamente utilizas pelos defensores desta
tese metafísica. Ao aplicarmos esta abordagem a inúmeros debates poderemos, pouco a
pouco, compor a rede de posições metafísicas vinculadas aos diversos sistemas lógicos.
Esta abordagem metodológica, no entanto, precisa ser utilizada com bastante cau-
tela. Na próxima Seção discutiremos um pouco mais detidamente as razões desta cautela.
Utilizaremos a proposta de Michael Dummett para o tratamento das diversas instâncias
do debate entre realismo x idealismo tanto como um exemplo de aplicação desta abor-
dagem metodológica, quanto como um caso de aplicação bem sucedida do critério da
incompatibilidade lógica.
5. Realidade Diferente Demanda Lógica Diferente
Conforme sugerimos na Seção anterior, ao limitar-se à interpretação ontológica das ques-
tões metafísicas, o método de Quine compromete-se com a posição metafísica dada pela
tese realista (1) de que a mente está afastada da realidade. Mas além disso, vimos também
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que ao restringir-se à lógica clássica de primeira ordem, o método de Quine compromete-
se também com a posição metafísica vinculada ao conceito de existência expressado pela
lógica clássica de primeira ordem. Juntando então estes dois compromissos poderíamos
concluir que uma das características da posição metafísica vinculada à lógica clássica de
primeira ordem é a tese realista (1).
Se este for mesmo o caso, em qualquer debate metafísico, qualquer um que restrinja
a lógica que rege sua posição à lógica clássica de primeira ordem estará, em conjunto,
assumindo a tese realista (1) que afirma que a mente está separada da realidade. Mais
importante ainda, qualquer um que discorde da tese realista (1) e queira atacá-la, terá
que abdicar da lógica clássica de primeira ordem e necessitará adotar uma lógica alterna-
tiva. Michael Dummett, que por motivos completamente diversos aos de Quine também
defendia que lógicas diferentes se configuram em posições metafísicas diferentes (Durante,
2011), apontou que os matemáticos construtivistas da escola de Brower foram os primei-
ros a perceber que para rejeitar uma posição metafísica realista eles precisariam, também,
rejeitar a lógica clássica (Dummett, 1991, 9).
O nosso critério da incompatibilidade lógica para os debates metafísicos fundamenta-se
tanto no critério de compromisso ontológico de Quine, e em sua vinculação da existência
com a quantificação, quanto nas propostas de Michael Dummett para uma teoria do
significado, que nos daria “as bases lógicas da metafísica”, título de seu livro seminal. Uma
das principais preocupações metafísicas Dummett foi procurar uma metodologia unificada
para o tratamento das diversas instâncias do debate entre as várias formas possíveis das
teses realista (1) e idealista (2).12
Dummett considerava equivocada a interpretação ontológica destes debates. Por exem-
plo, segundo ele um debate entre um fenomenalista e um realista com relação ao mundo
físico não é um debate ontológico restrito sobre se os objetos materiais existem ou não,
mas sim um debate metafísico amplo sobre qual é o papel da experiência sensorial na
constituição da realidade física. Nosso conhecimento sobre o mundo físico é dado pelos
sentidos, por nossas experiências sensíveis. Para os realistas estas experiências sensoriais
não teriam qualquer papel na estrutura da realidade. Elas estariam completamente se-
paradas da realidade sobre a qual nos informam e seriam veículos neutros de informação
sobre o mundo físico. A versão da tese realista neste caso seria:
(1’) A realidade está separada das experiências sensoriais.
Já para os fenomenalistas as nossas experiências sensoriais não seriam veículos neutros
de informação sobre o mundo físico, mas teriam papel constitutivo na realidade física,
fazendo parte de sua estrutura. O fenomenalismo é uma versão do idealismo, e a tese
idealista específica que ele suporta seria:
12 Dummett preferia chamar de antirrealismo, ou de antirrealismos, as diversas teses que generi-
camente estou rotulando aqui de idealistas, das quais a tese (2) é apenas uma instância. Ele preferiu
esta nomenclatura porque o termo idealismo é bastante carregado de interpretações vindas da história
da filosofia com as quais ele queria evitar aproximações desnecessárias. Algumas das abordagens que
ele classifica como antirrealistas, tais como o formalismo na filosofia da matemática, são, de fato, bas-
tante distantes do significado tradicional de idealismo. Como ele considerava equivocada a abordagem
tradicional às questões metafísicas e fez uma proposta metodológica reformista, ele preferiu utilizar uma
nova terminologia. Optei, em contraste, por manter a terminologia tradicional justamente para ajudar a
marcar o fato de que não tenho qualquer pretensão de que o critério da incompatibilidade lógica seja uma
proposta metodológica reformista. Se bem-sucedido, o máximo que ele pode fornecer é um instrumento
analítico para ajudar a interpretação e compreensão dos debates metafísicos, tanto os debates tradicio-
nais quanto os contemporâneos. No contexto dos exemplos que utilizo aqui, os rótulos antirrealismo e
idealismo podem, de um modo geral, ser entendidos como intercambiáveis sem maiores problemas.
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(2’) A realidade não está separada das experiências sensoriais.
Da mesma forma, a divergência entre platonistas e construtivistas sobre as entidades
matemáticas não é uma questão ontológica sobre se os números (e demais entidades ma-
temáticas) existem ou não, mas uma divergência metafísica sobre o papel da mente na
constituição da realidade matemática.
Dummett considerava equivocada a interpretação ontológica porque ele não via como
estes debates, tratados como questões ontológicas, poderiam ser solucionados. Ele não
partilhava da confiança de Quine no método naturalista fundado nos compromissos ontoló-
gicos das teorias científicas e nem tampouco aceitava as propostas ontológicas tradicionais
e a priori dos filósofos, que ele chamava de abordagens de cima para baixo (top-down).
Ele defendia, em contraste, uma abordagem de baixo para cima (bottom-up) que seria ob-
tida através da proposição de uma teoria do significado para a parte da linguagem ligada
aos termos do debate. Esta teoria do significado seria feita sem quaisquer pressuposições
metafísicas iniciais, e seria baseada apenas no papel inferencial das expressões linguísticas
que nos seria dado através de uma análise de seus usos. Ao entender, através de uma
análise do uso da linguagem, o papel inferencial das expressões relacionadas a um dado
posicionamento metafísico, entenderíamos o significado dos termos envolvidos, através da
lógica (teoria do significado) que rege estes discursos. Deste entendimento emergiria de
um modo apenas superveniente uma imagem metafísica da situação. A metafísica, para
Dummett, se limitaria a esta imagem superveniente que emerge da lógica e da teoria do
significado.13
Os debates deveriam ser tratados caso a caso e uma posição realista (ou idealista) com
relação a determinada instância do debate não comprometeria ninguém com a mesma po-
sição realista (ou idealista) nas demais instâncias. Apesar de defender a independência das
diversas instâncias do debate, em sua busca por uma unificação metodológica Dummett
identificou que o que liga todas as abordagens realistas por um lado e todas as abordagens
contrárias ao realismo por outro é uma divergência no conceito de verdade.
Seja qual for a concepção de verdade e de realidade que adotemos, aquilo que tomamos
como verdadeiro deve ser uma expressão da realidade (Chateaubriand, 2001, 16). Se além
disso, de acordo com a tese realista, a realidade está separada da mente (ou da experiência
sensorial), então aquilo que é verdadeiro também está. Ou seja, a verdade não pode
depender de nossa mente nem de nossas experiências sensoriais. Assim, para um realista,
uma afirmação será verdadeira ou falsa independentemente de nossas capacidades mentais
ou sensoriais de verificar sua verdade ou falsidade. Dummett mostrou que a principal
característica que une todas as abordagens realistas é que de acordo com elas a verdade
é transcendente à verificabilidade.
Para os realistas, então, uma determinada afirmação declarativa P deve ser verdadeira
ou falsa, independentemente da possiblidade de haver ou não qualquer tipo de evidência
contra ou a favor de P. O realismo, segundo esta concepção de Dummett, pode então ser
entendido como uma defesa da neutralidade epistemológica da verdade. Para um realista
a verdade ou falsidade de uma afirmação é independente de qualquer tipo de restrição
que possa haver para o reconhecimento desta verdade ou falsidade.
Por outro lado, para um idealista (ou antirrealista na nomenclatura de Dummett),
a mente ou a experiência sensorial não está separada da realidade, mas, ao contrário,
faz parte de sua constituição e é indissociável dela. Então, sendo a verdade expressão da
13 Uma boa apresentação desta proposta metodológica encontra-se na introdução de Dummett (1991),
cujos demais capítulos a desenvolvem detalhadamente.
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realidade, aquilo que é verdadeiro também estará indissociavelmente ligado à nossa mente
ou às nossas experiências sensoriais e, por isso, não pode haver verdade ou falsidade onde
elas não podem ser mentalmente ou sensorialmente reconhecidas. Ou seja, para um antir-
realista não há verdade ou falsidade onde não há condições de verificabilidade. Segundo
Dummett, então, a principal característica que une todas as abordagens antirrealistas é
que de acordo com elas a verdade depende da verificabilidade.
Uma sentença P, então, só pode ser verdadeira, para um antirrealista, mediante evi-
dência favorável a P, e só pode ser falsa mediante evidência contrária a P. Então o
antirrealismo representa, para Dummett, uma defesa da dependência epistemológica da
verdade. Para um antirrealista a verdade e o reconhecimento da verdade não são noções
distintas. São, ao contrário, indissociáveis. Não haverá verdade ou falsidade onde não
pode haver reconhecimento da verdade ou falsidade.
Vejamos um rápido exemplo. Nós não sabemos com certeza se a afirmação “o universo
é infinito” é verdadeira ou falsa. Há teorias divergentes sobre esta questão e não há
evidências definitivas para assegurar nem sua verdade nem sua falsidade. Mais ainda,
não sabemos se o tipo de evidência necessário para decidir a verdade ou falsidade desta
afirmação poderá algum dia ser obtido. Ou seja, não há clareza sobre se é possível haver
evidência para tal afirmação. Tomar estas incertezas sobre a verificabilidade da afirmação
de que o universo é infinito como motivo suficiente para considerá-la nem verdadeira nem
falsa é, segundo Dummett, adotar uma postura antirrealista com relação a questão da
infinitude do universo. Por outro lado, admitir que a afirmação tem que ser verdadeira ou
falsa independentemente da própria possibilidade de algum dia haver evidência favorável
ou contrária a ela é, também segundo Dummett, adotar uma postura realista sobre esta
questão.
Esta caracterização semântica de Dummett é compatível com nossa caracterização
mais tradicionalmente metafísica ou imagética dos debates, representada pelas teses re-
alista (1) e (1’) e idealista (2) e (2’). Se aceitamos a tese realista e consideramos que a
realidade do universo está separada de nossa mente ou sensibilidade, então ou ele é finito
ou ele é infinito, independentemente de se há ou não possibilidade de algum dia obtermos
evidência para o reconhecimento da verdade ou falsidade da afirmação de sua infinitude.
Por outro lado, se aceitamos a tese idealista e consideramos que a realidade do universo
depende de nossa mente ou sensibilidade, e se juntamente reconhecemos que a situação
atual de nossas considerações científicas, filosóficas e empíricas sobre o universo não nos
dá evidências suficientes para decidirmos sobre sua finitude ou infinitude, nem nos ga-
rante se algum dia poderá haver tais evidências, então devemos reconhecer também que a
afirmação de que o universo é infinito não é nem verdadeira nem falsa, porque este ponto
da realidade ainda não foi constituído por nossa sensibilidade ou pensamento, permane-
cendo um ponto aberto. Segundo a tese idealista não haveria, neste caso, qualquer fato
na realidade sobre a infinitude ou finitude do universo e, portanto, também não haveria
verdade ou falsidade vinculada à afirmação de que o universo é infinito.
Mas se para os realistas qualquer sentença declarativa P deve ser verdadeira ou falsa,
independentemente da evidência, então para qualquer P a declaração
(P ∨ ¬P)
que é o conhecido princípio lógico do terceiro excluído, será verdadeira. Afinal, quando P
é verdadeira, ¬P é falsa e quando P é falsa, ¬P é verdadeira, e a disjunção de verdadeiro
com falso é sempre verdadeira.
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Por outro lado, se a verdade depende da verificabilidade, como os antirrealistas acre-
ditam, então pode haver uma sentença Q que careça de evidência tanto favorável quanto
contrária. Neste caso, Q não é nem verdadeira nem falsa. Mas qualquer que seja o mo-
tivo para a falta de evidência da verdade ou falsidade de Q, ele será também um motivo
para não haver evidência para a verdade ou falsidade de ¬Q, que também não será nem
verdadeira nem falsa. Como tanto Q quanto ¬Q não são nem verdadeiras nem falsas, sua
disjunção (Q ∨ ¬Q) também não será. Em particular, (Q ∨ ¬Q) não será verdadeira. Ou
seja, nem todas as instâncias do terceiro excluído serão verdadeiras e, por isso, o terceiro
excluído não será um princípio lógico para o antirrealista (Dummett, 1978) (Durante,
2011).14
Então apenas para os realistas o terceiro excluído será um princípio lógico, uma decla-
ração impossível de ser falsa, verdadeira em todas as circunstâncias. Os antirrealistas não
têm motivos para aceitar a validade irrestrita do terceiro excluído. Na verdade, eles têm
motivos para rejeitá-la. A concepção mais geral da estrutura da realidade que eles assu-
mem, na qual a mente ou a sensibilidade têm parte constitutiva e a verdade depende da
verificabilidade, lhes dá motivos para negar a validade universal do terceiro excluído. Mas
se realistas e antirrealistas discordam sobre a validade de um princípio lógico, então os
sistemas lógicos que regulam as inferências aceitas por cada grupo são também diferentes.
Ao rejeitarem o terceiro excluído, os antirrealistas rejeitam também todos os argumentos
cuja validade depende do terceiro excluído e os dois grupos terão, por isso, padrões de
inferência incompatíveis dados por lógicas diferentes e incompatíveis (Durante, 2011, 39).
É importante neste ponto deixar clara a distinção entre a abordagem de Dummett
e a nossa proposta do critério da incompatibilidade lógica. Dummett queria reformar
a metafísica. Para ele qualquer proposta metafísica descrita em linguagem tradicional,
tal como as teses (1) e (2), seria apenas uma imagem superveniente de uma teoria do
significado cujas bases lógicas constituiriam a única e verdadeira proposta metafísica. Ele
não estava interessado em entender e elucidar os debates metafísicos tradicionais, mas
em substituí-los por uma análise lógica e semântica. Neste sentido, para entender qual-
quer instância do debate realismo x antirrealismo, ele precisaria produzir uma teoria do
significado completa para a parte da linguagem que contém os termos do debate. Esta
mostrou-se uma exigência bastante forte, e um fardo pesadíssimo. Acredito que o motivo
desta grande dificuldade em utilizar de modo completo o método de Dummett está no
fato de que as nossas pressuposições metafísicas são quase sempre incompletas e pouco
detalhadas, deixando abertos muitos pontos que seriam necessários para a produção de
uma completa teoria do significado nos moldes de Dummett. Ao não serem totalmente de-
finidas e possuírem aberturas, as nossas ideias sobre metafísica que influenciam nosso uso
da linguagem ficam sujeitas a serem completadas de modo diferente por filósofos diferen-
tes, o que geraria desacordos nas possíveis teorias do significado. Talvez esta dificuldade
14 Tanto no argumento realista para a aceitação do terceiro excluído, quanto neste argumento idealista
para a sua rejeição, estou, obviamente, fazendo inferências lógicas. Alguém poderia, então, acusar a mim
e a Michael Dummett de petição de princípio, afinal fazemos uso de princípios lógicos para justificar e
criticar um princípio lógico. De um ponto de vista mais geral, não há saída para este dilema. Estamos
condenados a fazer inferências lógicas em nossos argumentos, portanto, qualquer justificação de um
princípio lógico será em algum sentido circular. No entanto, em nossa defesa neste caso específico, posso
alegar que o próprio princípio lógico do terceiro excluído, cuja validade está sendo defendida por realistas
e atacada por idealistas, não foi utilizado em nenhum dos dois argumentos. Utilizamos apenas princípios
lógicos que poderíamos classificar de mais básicos, relacionados ao comportamento da negação e da
disjunção em conexão com a presença e a ausência dos valores de verdade ‘verdadeiro’ e ‘falso’.
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prática do método de Dummett explique porque sua abordagem, apesar de fecunda e
interessante, tenha obtido tão poucos adeptos entre os filósofos contemporâneos.
Nossa proposta do critério da incompatibilidade lógica, no entanto, é bem menos pre-
tensiosa. Nos exemplos de debates que temos apresentado, não descrevemos com detalhes
as posições de cada um dos lados. Apenas mencionamos de um modo genérico os aspectos
cruciais que esclarecem as divergências. No debate entre fenomenalismo e realismo sobre
o mundo físico, por exemplo, o aspecto crucial é que um fenomenalista é alguém que de-
fende a tese (2’) de que nossas experiências sensíveis fazem parte constitutiva da realidade
física e um realista entende, ao contrário, que as experiências sensíveis estão separadas da
realidade física, defendendo a tese (1’). O que interessa é apenas esta divergência crucial,
sendo os detalhes das diversas maneiras possíveis de completar uma posição fenomena-
lista ou realista dispensáveis para o debate específico. Portanto, dada a incompletude
e parcialidade destas descrições das posições de cada lado do debate, não temos a pre-
tensão de definir qual é a lógica que representaria todos os compromissos metafísicos de
fenomenalistas ou realistas com relação ao mundo físico. Eu não sei nem preciso saber
quais são todos os compromissos metafísicos dos fenomenalistas e dos realistas para poder
aplicar o critério da incompatibilidade lógica de modo bem-sucedido. A única coisa que
eu preciso saber para reconhecer que este é um debate metafísico legítimo é que seja qual
for a lógica que expressa todos os compromissos metafísicos de um dos lados do debate,
esta lógica é diferente e incompatível com a lógica que expressa todos so compromissos
metafísicos do outro lado. E isso nós sabemos. Vimos que o terceiro excluído é uma
sentença logicamente válida para os realistas, mas apenas contingente para os fenomena-
listas. Então, seja qual for a lógica que expressa todos os compromissos metafísicos dos
realistas, ela é incompatível com a lógica que expressa todos os compromissos metafísicos
dos fenomenalistas.
O único requisito necessário para aplicar de modo bem-sucedido o critério da incom-
patibilidade lógica a uma divergência específica é, então, que encontremos alguma carac-
terística lógica da posição de um dos lados que seja incompatível com a posição do outro
lado. Para as diversas instâncias do debate entre realismo x antirrealismo, Dummett nos
mostrou que o princípio do terceiro excluído é uma destas características. As posições
realistas aceitam o princípio do terceiro excluído, são compatíveis com ele. As posições
antirrealistas, por seu turno, são incompatíveis com o terceiro excluído.
Devemos, no entanto, resistir à tentação de afirmar apressadamente que a lógica do re-
alismo é a lógica clássica de primeira ordem e a lógica do idealismo é a lógica intuicionista.
O que podemos afirmar com segurança é apenas que as teses idealistas são incompatíveis
com a lógica clássica de primeira ordem e qualquer um que defenda uma posição idealista
não pode aceitar a lógica clássica de primeira ordem como a lógica subjacente à sua posi-
ção. A lógica intuicionista de Heiting, alguma lógica intermediária (entre a intuicionista e
a clássica), até mesmo a lógica modal S4 poderiam ser compatíveis com instâncias do ide-
alismo. Analogamente, também podemos afirmar com segurança que as teses realistas são
incompatíveis com a lógica intuicionista e com todas as lógicas compatíveis com a rejeição
do terceiro excluído. Qualquer afirmação mais contundente neste sentido seria precipitada
e desnecessária para uma aplicação bem-sucedida do critério da incompatibilidade lógica.
O exemplo mais bem desenvolvido destes debates entre realismo x antirrealismo é a
divergência entre os matemáticos platonistas e construtivistas sobre o papel da mente na
constituição da realidade matemática, que abordamos na Seção 4. Neste exemplo especí-
fico temos de um modo mais contundente a vinculação da lógica clássica de primeira ordem
como a lógica que expressa todos os compromissos metafísicos da posição realista assumida
168
6. O Formal Encontra o Material
pelos matemáticos platonistas e a vinculação da lógica intuicionista como representando
os compromissos metafísicos dos construtivistas. Este estado mais bem desenvolvido da
explicitação das lógicas que representam os compromissos metafísicos de cada lado deste
debate específico deve-se às características especiais da matemática, que tornam bastante
explícitas as inferências lógicas empregadas em seu desenvolvimento. Mas mesmo aqui
há margem para múltiplas interpretações. Não há acordo sobre qual versão da lógica
intuicionista é a mais adequada para exprimir os compromissos metafísicos dos constru-
tivistas, se a lógica intuicionista de Heyting, ou a lógica intuicionista minimal, um pouco
mais restritiva, ou mesmo a lógica positiva ou outras versões mais restritivas ainda. De
todo modo, na grande maioria dos debates metafísicos, as posições de cada lado não são
tão detalhadas e precisas, e o máximo que podemos almejar é a identificação de alguma
incompatibilidade lógica entre as posições adversárias que nos daria uma garantia de que
as posições representadas por cada lado são, de fato, metafisicamente divergentes.
Exemplificamos, nesta Seção, um caso de aplicação bem-sucedida do critério da in-
compatibilidade lógica, e analisamos com algum detalhe quais os requisitos para uma tal
aplicação e que informações ela nos dá. Vimos, através dos argumentos semânticos de
Dummett sobre a divergência no conceito de verdade, que as diversas instâncias do debate
entre realismo e antirrealismo, quando não são interpretadas de um modo ontológico res-
trito, configuram-se em genuínos debates metafísicos, porque as posições adversárias são
logicamente incompatíveis. O lado realista aceita o terceiro excluído como uma validade
lógica e o lado antirrealista o rejeita, tratando-o como uma sentença contingente que pode
ser falsa em algumas circunstâncias. Na próxima Seção vamos criticar a tese tradicional
de que haveria uma separação fundamental entre lógica e metafísica. De acordo com esta
tese haveria uma separação entre os aspectos formais e materiais da realidade; a lógica
seria responsável apenas pelos primeiros ao passo que a metafísica cuidaria exclusivamente
dos segundos.
6. O Formal Encontra o Material: princípios lógicos como princípios metafísicos
O paradoxo do barbeiro é bastante conhecido e pode ser assim expresso: imagine uma
pequena vila na qual mora e trabalha apenas um barbeiro que faz a barba de todos e
apenas os habitantes que têm barba e não fazem a própria barba. Esta singela situação é
paradoxal porque podemos fazer a seguinte pergunta capciosa: este barbeiro faz a própria
barba? Se supusermos que ele faz, concluiremos que ele não faz, porque ao fazer a própria
barba ele não satisfaz a condição que descreve quem são os habitantes que ele barbeia.
Dissemos que ele barbeia apenas os que não fazem a própria barba. Por outro lado, se
supusermos que ele não faz a própria barba, concluiremos que ele faz, porque ao não
fazer a própria barba ele satisfaz a condição que descreve quem são os habitantes que
ele barbeia. Dissemos que ele barbeia todos os que não fazem a própria barba. Temos,
portanto, um paradoxo, porque qualquer tentativa de atribuirmos verdade ou falsidade à
afirmação “o barbeiro faz a própria barba” falha, pois, conforme expusemos, a suposição
de verdade desta afirmação implica na sua falsidade e a suposição de falsidade implica na
sua verdade.
Nathan Salmon15 apresentou uma solução bastante interessante para o paradoxo do
barbeiro. Ele disse que não há paradoxo do barbeiro porque um teorema lógico, que ele
15 Em uma conferência proferida no IX Congresso Internacional de Filosofia Analítica, ocorrido em
Fortaleza, em maio de 2014.
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chamou de lei de Russell, garante que não pode existir nenhum barbeiro que faz a barba
de todos e apenas os que não se barbeiam.
A lei de Russell é um teorema da lógica clássica de primeira ordem, ou seja, é um
princípio lógico, uma declaração verdadeira em qualquer interpretação. Ela afirma que
não há indivíduo x nem relação R em que x relaciona-se através de R com todos e apenas os
indivíduos y que não se relacionam consigo mesmos através de R. Em linguagem formal:
¬∃x∀y (R(x, y)↔ ¬R(y, y))
Considere agora a seguinte relação binária interpretada:
FazABarba(x, y): x faz a barba de y.
Se a lei de Russell é verdadeira para uma relação R qualquer, ela é em particular verdadeira
para a relação FazABarba. Então a seguinte sentença, instância obtida da lei de Russell
substituindo-se a relação genérica R pela relação específica e interpretada FazABarba,
também é um teorema da lógica clássica de primeira ordem:
¬∃x∀y (FazABarba(x, y)↔ ¬FazABarba(y, y))
Mas esta sentença afirma precisamente que não há indivíduo que faz a barba de todos e
apenas os indivíduos que não fazem a própria barba. Ou seja, a declaração de que não
existe um barbeiro que faz a barba de todos e apenas os indivíduos que não se barbeiam
é uma verdade lógica; um teorema da lógica clássica de primeira ordem que não pode
ser falso. Então, afirma Salmon, as leis da lógica proíbem a existência do barbeiro do
paradoxo. É logicamente impossível que haja um barbeiro que faça a barba de todos e
apenas os que não se barbeiam, porque a declaração de sua não existência é um teorema
lógico, uma sentença verdadeira em todas as circunstâncias possíveis. Não havendo tal
barbeiro, não há também qualquer paradoxo que, pelos poderes da lógica clássica de
primeira ordem, está solucionado.
Esta engenhosa solução do paradoxo do barbeiro proposta por Salmon assume dois
compromissos indissociáveis:
(i) Ela assume que seja qual for a lógica que rege nossas inferências sobre cidades,
barbeiros e demais fatos corriqueiros da vida, esta lógica é compatível com a
lógica clássica de primeira ordem, no sentido de que os teoremas da lógica clássica
de primeira ordem também serão teoremas desta lógica.
(ii) Ela também assume que aquilo cuja existência é proibida pela lógica clássica de
primeira ordem, tal como o nosso barbeiro paradoxal, de fato não existe. Ou
seja, aquilo cuja negação de sua existência é um teorema da lógica clássica de
primeira ordem não existe mesmo.
O compromisso (i) é um compromisso com a lógica clássica de primeira ordem e o com-
promisso (ii) é um compromisso com o conceito de existência vinculado à lógica clássica
de primeira ordem. Ao justificar a não existência do barbeiro afirmando que ela se segue
de um teorema lógico, Salmon está utilizando este teorema como um princípio metafísico,
que explicita uma característica fundamental de todos os seres. A saber: não há, não pode
haver indivíduo que se relacione com todos e apenas os indivíduos que não se relacionam
consigo mesmos. Esta é uma característica de todos os indivíduos e de todas as relações.
É, por isso, um princípio metafísico.16
16 O paradoxo do barbeiro é apenas uma versão lúdico-didática do paradoxo de Russell, que le-
vou os matemáticos a abandonarem o esquema da compreensão irrestrita, ∃x∀y ((y ∈ x)↔ ϕ(y)), jun-
tamente com toda a teoria de conjuntos ingênua. Se instanciamos ‘ϕ(y)’ por ‘¬(y ∈ y)’, obtemos
∃x∀y ((y ∈ x)↔ ¬(y ∈ y)), cuja negação é uma instância da lei de Russell com ‘∈’ no lugar de ‘R’. En-
tão nem todas as propriedades significativas exprimíveis em linguagem de primeira ordem definem um
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De modo análogo, podemos considerar que todos os teoremas lógicos universais, com
a forma
∀xα(x)
representam necessidades ou obrigações impostas a todos os seres, e os teoremas com a
forma de negações de sentenças existenciais
¬∃xα(x)
representam, como a lei de Russell, impossibilidades ou proibições a eles impostas. O
conjunto dos teoremas com estas formas de uma dada lógica L caracteriza de modo
bastante explícito o comportamento mais geral dos seres segundo esta lógica e, ao fazer
isso, configura-se em uma detalhada explicitação metafísica da estrutura da realidade e
do conceito de existência vinculados à lógica L.
Por exemplo, o teorema clássico
¬∃x (P(x) ∧ ¬P(x))
estabelece uma característica de todos os seres admissíveis por quem raciocina segundo
a lógica clássica, que se constitui na proibição ou impossibilidade de qualquer indivíduo
satisfazer e não satisfazer uma propriedade P qualquer. Já o teorema clássico
∀y (P(y) ∨ ¬P(y))
estabelece uma característica de todos os seres admissíveis sob a razão clássica que se
constitui na obrigação ou necessidade de qualquer indivíduo satisfazer ou não satisfazer
uma propriedade P qualquer.
Ao descreverem o que é impossível (ou proibido) e o que é necessário (ou obrigatório) a
todos os seres, sem exceção, estes e os demais teoremas quantificacionais da lógica clássica
constituem-se em uma caracterização da estrutura mais geral imposta a todos os seres, o
que faz da lógica clássica uma doutrina metafísica.
Apresentada nestes termos lógicos, no entanto, esta doutrina metafísica carece dos
apelos imagéticos das proposições metafísicas tradicionais. Os teoremas quantificacionais
de um sistema lógico são como as equações algébricas que descrevem analiticamente uma
situação geométrica cuja imagem superveniente só nos é dada à intuição pelas figuras
obtidas nos gráficos cartesianos destas equações. As proposições metafísicas tradicionais
corresponderiam às figuras geométricas dadas por estas imagens dos gráficos cartesianos.
Mas do mesmo modo que o isomorfismo cartesiano mostrou que as equações algébricas e as
figuras geométricas são apenas dois modos diferentes de apresentar e entender os mesmos
fatos, a nossa hipótese do isomorfismo assume que as doutrinas metafísicas vinculadas aos
sistemas lógicos são apenas um modo diferente, analítico, de apresentar teses metafísicas
que, tradicionalmente, são apresentadas e discutidas do modo mais geométrico e intuitivo
preferido pelos metafísicos.
Por um lado, as nossas práticas inferenciais tais como a exemplificada na solução de
Nathan Salmon ao paradoxo do barbeiro corroboram o peso metafísico que damos aos
teoremas quantificacionais da lógica. Mas por outro lado, os filósofos não costumam reco-
nhecer ou rotular de metafísica a estrutura da realidade que os teoremas quantificacionais
da lógica nos obrigam a aceitar. Eles, em geral, a rotulam de estrutura formal e tendem
conjunto. A lei de Russell impede que a propriedade “não é um membro de si mesmo”, que além de
significativa é exprimível por ‘¬(y ∈ y)’, exista enquanto uma individualidade dada pelo conjunto de sua
extensão. Esta restrição significa que propriedades não podem ser indiscriminadamente tratadas como
coisas individuais que existem. A lei de Russell nos mostra que este fato não é uma limitação da teo-
ria de conjuntos, mas uma característica da estrutura realidade dada pela lógica clássica, ou seja, um
compromisso metafísico de todos os que raciocinam de acordo com a lógica clássica de primeira ordem.
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a separar o domínio formal da lógica do domínio material da metafísica que seria o único
ligado ao ser.
Esta separação pode ser explicada por dois fatores. O primeiro é a ubiquidade que
a tese da neutralidade metafísica da lógica atingiu na ortodoxia contemporânea. E o
segundo fator, relacionado ao primeiro, é que ao vasculharmos a história da filosofia
veremos que a concepção dominante sempre foi a de que há uma única lógica, que se
aprimorou ao longo do tempo, mas manteve-se até bem recentemente a única lógica.
Já as propostas metafísicas sempre foram múltiplas e motivo de controvérsias desde a
antiguidade. Havendo apenas uma lógica e muitas propostas metafísicas, não faria muito
sentido rotular de metafísicas as exigências que esta lógica única impõe à estrutura da
realidade. A lógica foi, então, tradicionalmente, vista como anterior à metafísica, neutra
com relação às diversas controvérsias desta disciplina. E as exigências que a lógica faz
à estrutura da realidade foram rotuladas de formais, em contraste com as exigências da
metafísica que seriam materiais ou substanciais. Porém, a proliferação de propostas de
sistemas lógicos alternativos ocorrida a partir da segunda metade do século XX deu-nos a
oportunidade teórica de refletir sobre a natureza das diferentes exigências à estrutura da
realidade feitas por diferentes sistemas lógicos e desafiar a sua classificação como exigências
meramente formais. É isso que estamos fazendo neste artigo.
Podemos, por exemplo, refletir sobre o fato de que uma das exigências que a lógica
clássica de primeira ordem faz à estrutura da realidade e que não é feita pela lógica
intuicionista é que, segundo a lógica clássica, tudo o que existe deve satisfazer a seguinte
obrigação:
∀y (P(y) ∨ ¬P(y))
A estrutura da realidade vinculada à lógica clássica é mais rígida do que aquela vinculada
à lógica intuicionista, porque a primeira faz mais exigências do que a segunda. Todos os
teoremas intuicionistas são teoremas clássicos, mas não o oposto. A fórmula acima, uma
variação em primeira ordem do terceiro excluído, é teorema clássico, mas não é teorema
intuicionista. Muitas outras fórmulas são teoremas clássicos, mas não intuicionistas. En-
tão o conceito de existência dado pela lógica clássica exige de cada coisa que existe que ela
satisfaça ou não satisfaça uma propriedade qualquer P. Já o conceito de existência dado
pela lógica intuicionista não faz esta exigência. A estrutura da realidade da lógica intui-
cionista admite seres para os quais há certas propriedades que eles nem a satisfazem nem
não a satisfazem. Então, a realidade da lógica intuicionista tem mais possibilidades que
a realidade da lógica clássica. Sua estrutura é menos rígida, porque ela tem menos regras
que a realidade descrita pela lógica clássica. Há fatos admissíveis aos seres concebidos
segundo a lógica intuicionista que são inadmissíveis aos seres quando estes são concebi-
dos segundo a lógica clássica. Se lembrarmos de nossas discussões da Seção anterior que
relacionam o terceiro excluído às teses realistas e a rejeição do terceiro excluído às teses
idealistas, esta estrutura menos rígida ligada à lógica intuicionista faz todo o sentido. Se
a mente ou nossa sensibilidade tem papel constitutivo na realidade, conforme defendem
os idealistas, então a realidade é mais maleável do que se ela fosse completamente inde-
pendente de nossas capacidades. Se a mente, por exemplo, tem função constitutiva na
realidade, podemos imaginar os seres como estando sujeitos a transformações ou processos
possibilitados por nossa atividade mental que seriam proibidos aos seres quando sua exis-
tência é concebida como independente de nossa mente. A nossa mente poderia produzir
fatos reais que seriam impossíveis ou inconcebíveis quando desvinculamos a existência de
nossa atividade mental, como fazem os realistas.
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Estas considerações sugerem que não há qualquer motivo a priori para separar-
mos as características estruturais da realidade dadas pelos teoremas lógicos, tais como
∀y (P(y) ∨ ¬P(y)), como sendo de uma natureza formal e diversa das características es-
truturais da realidade dadas por princípios que temos historicamente chamados de me-
tafísicos, como as teses realista e idealista. Os que defendem esta separação costumam
apelar para as noções de possibilidade e necessidade. Dizem que há possibilidades lógi-
cas que não são metafisicamente possíveis e que há necessidades metafísicas que não são
logicamente necessárias.
Por exemplo, alguém poderia argumentar que seria logicamente possível, mas não me-
tafisicamente possível, existir um indivíduo com o poder mágico de transformar qualquer
objeto material em qualquer outro instantaneamente e sem esforço. Dizer que a existência
deste indivíduo é logicamente possível significa dizer que a admissão de sua existência não
implica nenhuma contradição lógica. Ao passo que dizer que a existência deste indivíduo
não é metafisicamente possível significa dizer que a suposição de sua existência, apesar de
não implicar nenhuma contradição lógica, contraria algum princípio que tomamos como
princípio metafísico.
Porém, esta separação entre a natureza do que é lógico e do que é metafísico é ar-
bitrária. Ela parte da pressuposição de que a lógica é anterior e mais ampla do que a
metafísica. Mas não encontramos qualquer justificativa mais sólida para esta pressupo-
sição além das frágeis razões históricas anteriormente mencionadas, relacionadas com a
concepção largamente assumida no passado de que haveria apenas uma lógica mas mui-
tas propostas metafísicas. Há, ao contrário, um motivo bastante razoável para negarmos
esta separação e apostarmos na hipótese do isomorfismo entre lógica e metafísica. Ele se
constitui no fato de que a principal característica tanto dos princípios tradicionalmente
tidos como metafísicos quanto dos princípios lógicos, normalmente caracterizados como
formais, é que estes dois tipos de princípios são absolutamente gerais. O aspecto mais
básico que caracterizaria tanto a lógica quanto a metafísica seria a generalidade absoluta
dos princípios destas duas disciplinas.
Na próxima Seção vamos argumentar em defesa desta tese da generalidade absoluta
da lógica e, ao fazer isso, apresentaremos algumas motivações lógicas para a hipótese (do
isomorfismo) de que os princípios lógicos se constituem em princípios metafísicos.
7. A Lógica Não Separa: generalidade absoluta
A definição tradicional da metafísica como a disciplina que lida com a caracterização da
estrutura mais geral da realidade evidencia a sua generalidade absoluta. A estrutura
mais geral da realidade é aquela da qual nada escapa. Porém, o que significa dizer que
os princípios da lógica têm generalidade absoluta? Quando afirmo que os princípios da
lógica têm generalidade absoluta, quero dizer com isso que os teoremas quantificacionais
da lógica não dividem nem separam a realidade. Eles não se referem a seres específicos
ou a parte dos seres. Eles sempre se referem a todos os seres. Quero dizer que não
é possível afirmar nada particular através de um teorema quantificacional, mas apenas
fazer afirmações absolutamente gerais que, justamente por isso, caracterizam a estrutura
mais geral da realidade, configurando-se em princípios metafísicos.17
17 A expressão “generalidade absoluta” costuma ser empregada na literatura relacionada ao domínio
dos quantificadores e tem, neste contexto, um sentido diverso ao que uso aqui. Os detratores da tese
da generalidade absoluta do domínio de quantificação assumem a posição de que é incoerente admitir
que possa haver um domínio de quantificação absolutamente geral, que inclui absolutamente tudo, sem
nenhuma restrição. Os domínios de todas as sentenças quantificacionais seriam sempre relativos a alguma
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Não estou aqui me referindo a uma característica da lógica clássica ou de algum
sistema lógico específico, mas a uma característica que considero fundamental a qualquer
sistema lógico. Tão fundamental que serviria como um dos critérios necessários para a
caracterização do que é lógica. Não pode haver, por isso, um teorema com demonstração
que assegure a generalidade absoluta de qualquer sistema lógico. Podemos até enunciar
e demonstrar um teorema similar, mas ele sempre será específico para algum sistema
ou conjunto de sistemas lógicos particulares. Trata-se de uma questão de delimitação
disciplinar e muitos lógicos poderão discordar desta proposta. O melhor que podemos
fazer é apresentar argumentos e motivações para a aceitação deste critério, esperando
que não estejamos sendo neste quesito tão arbitrários quanto aqueles que acusamos de
arbitrariamente classificar a lógica como anterior e neutra com relação à metafísica.
Para além dos argumentos já apresentados nas Seções anteriores que nos encaminha-
ram à proposição da generalidade absoluta da lógica, vou reforçar a motivação para a sua
adoção argumentando que a lógica de primeira ordem clássica, tanto quanto a intuicio-
nista, satisfazem a generalidade absoluta. Dissemos acima que todos os teoremas lógicos
com as formas
∀xα(x) e ¬∃xα(x)
são princípios metafísicos que estabelecem obrigações e proibições que caracterizam o
comportamento mais geral dos seres. Mas e quanto aos demais teoremas lógicos, tais
como os teoremas proposicionais? Qual sua relação com a metafísica?
Os teoremas de um sistema lógico relacionam-se uns com os outros, de modo que dado
um teorema proposicional qualquer, sempre é possível encontrar versões quantificacionais
dele que também serão teoremas. Os teoremas quantificacionais clássicos
∀y (Q(y) ∨ ¬Q(y)) e ¬∃x (P(x) ∧ ¬P(x))
que apresentamos anteriormente são versões quantificacionais dos teoremas proposicionais
clássicos
(Q ∨ ¬Q) e ¬(P ∧ ¬P).
Este relacionamento entre os teoremas dos sistemas lógicos faz com que divergências nos
teoremas proposicionais tenham consequências nos teoremas quantificacionais. A dife-
rença entre a lógica clássica e a intuicionista é proposicional. Mas esta diferença propo-
sicional tem consequências nos teoremas quantificacionais. Exatamente porque o terceiro
excluído (Q ∨ ¬Q) não é teorema da lógica intuicionista, esta sua versão quantificacional
∀y (Q(y) ∨ ¬Q(y)) também não será.
É justamente porque as divergências proposicionais têm consequências quantificaci-
onais, que não precisamos limitar o critério da incompatibilidade lógica aos teoremas
classe restritiva. Já os defensores da tese da generalidade absoluta assumem que não há qualquer problema
na admissão de um domínio de quantificação absolutamente genérico, que inclui absolutamente tudo
(Santos, 2013). Meu uso da expressão “generalidade absoluta” neste texto não tem relação com este
debate. Quando afirmo que uma determinada sentença quantificacional T é absolutamente geral (ou
genérica), quero dizer com isso que para qualquer domínio de quantificação D, aquilo que T afirma
aplica-se a todos os indivíduos do domínio D e não a apenas alguns. Então, se T é uma sentença
absolutamente genérica, dado qualquer domínio de quantificação D, T não separa os elementos de D
entre os que a satisfazem e os que não a satisfazem. Ela é absolutamente geral porque é satisfeita por
todos. O exemplo típico de uma afirmação absolutamente genérica é uma afirmação universal ∀xα(x).
Mas há afirmações absolutamente gerais com outras formas lógicas, por isso a necessidade de um nome
específico. Quando afirmo que um sistema lógico satisfaz a generalidade absoluta, quero dizer algo muito
próximo da afirmação de que todos os seus teoremas quantificacionais são afirmações absolutamente
genéricas, com alguns adendos que serão esclarecidos ao longo desta Seção.
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quantificacionais. Para que uma lógica forneça um conceito de existência, é preciso que
ela tenha quantificadores e seja pelo menos de primeira ordem. No entanto, como diver-
gências proposicionais têm consequências quantificacionais, qualquer divergência lógica,
mesmo que no nível proposicional, conecta-se a divergências quantificacionais e por isso
caracteriza uma divergência metafísica. É também por causa desta interconexão entre
os teoremas lógicos que afirmamos anteriormente que são os sistemas lógicos entendi-
dos em sua totalidade e não os princípios lógicos isolados que expressam compromissos
metafísicos.
Uma maneira bastante direta de demonstrar que um determinado sistema lógico L
satisfaz o critério da generalidade absoluta seria demonstrar que L não tem afirmações
existenciais entre seus teoremas. Ou seja, a generalidade absoluta de L estaria assegurada
se nenhum de seus teoremas tivesse a forma ∃xα(x). Isso porque as sentenças existenciais
são exatamente aquelas que dividem a realidade, que afirmam particularidades, especifi-
cidades de alguns seres, mas não de todos. Quando afirmo, por exemplo, que fantasmas
existem, através da sentença ∃x Fantasma(x), estou dividindo a realidade entre os indivi-
duos que a satisfazem e os que não a satisfazem, estou afirmando uma particularidade,
destacando um aspecto específico da realidade e não uma característica geral. Ao afirma-
rem particularidades e especificidades aplicáveis apenas a alguns indivíduos, as afirmações
existenciais não descreveriam as características mais gerais de todos os seres, não seriam
absolutamente gerais. Então, se defendo que uma característica fundamental de qual-
quer princípio lógico é a sua generalidade absoluta, nenhum princípio lógico deveria ter a
forma ∃xα(x) e, portanto, nenhum sistema lógico deveria ter afirmações existenciais entre
os seus teoremas.18 O problema é que esta é uma suposição falsa.
A afirmaçao existencial ∃x (P(x) ∨ ¬P(x)), por exemplo, é um teorema da lógica clás-
sica de primeira ordem. Em geral, se α é um teorema proposicional, então ∃xα(x) também
é teorema e, por isso, a lógica clássica está repleta de afirmações existenciais entre seus
teoremas. Há, no entanto, uma esperança para esta situação. Quando α é um teorema
proposicional, não só ∃xα(x) mas também ∀xα(x) é teorema quantificacional. Ou seja:
` α ⇒ ` ∃xα(x) ⇒ ` ∀xα(x)
Então, as afirmações existenciais ∃xα(x) que são teoremas porque a subfórmula no escopo
do quantificador existencial α(x) tem a forma lógica de um teorema proposicional α, não
representam qualquer problema para a generalidade absoluta da lógica clássica, já que
a particularidade que elas afirmam ∃xα(x) é devida a uma generalidade, uma vez que
∀xα(x) também é um teorema.
Mas nem todas as afirmações existenciais que são teoremas da lógica clássica o são
porque compartilham parte de sua forma lógica com um teorema proposicional. Em um
sistema com identidade e constantes individuais, por exemplo, para qualquer constante ‘c’
a afirmação existencial ∃x (x = c) é um teorema, mas a afirmação universal correspondente
∀x (x = c) não é.
Este fato, no entanto, não ameaça a tese da generalidade absoluta da lógica. Apesar
da forma existencial, a única particularidade da sentença ∃x (x = c) é linguística, dada
18 Vale notar que as afirmações existenciais são precisamente a forma lógica das sentenças que apon-
tam os compromissos ontológicos de uma teoria. Curiosamente, a forma lógica das afirmações que expri-
mem os compromissos ontológicos de uma teoria é a mesma forma lógica que não poderia tomar parte
em uma caracterização metafísica da realidade, o que evidencia a distinção entre metafísica e ontologia
que temos assumido. A ontologia nos dá as coisas que existem, e que preenchem completamente a rea-
lidade, cujas características gerais são providas pela metafísica que, ao fazer isso, define o significado da
existência.
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pela constante ‘c’. As sentenças com a forma ∃x (x = c) afirmam apenas que uma das
convenções linguísticas da lógica clássica é que todos os nomes (as constantes individuais)
da linguagem denotam algum indivíduo. Se nossa linguagem tiver n constantes indivi-
duais c1, ..., cn, então para cada (1 ≤ i ≤ n), a sentença ∃x (x = ci) será um teorema que
afirma que a constante ‘ci’ denota um indivíduo. Estas sentenças, tomadas em conjunto,
exprimem a convenção linguística de que as constantes individuais devem denotar. Elas,
então, apenas regulam o uso das constantes individuais. A única informação que elas
nos dão, para além desta convenção de nomes, é a de que a realidade não é vazia. Há
seres. Este fato, no entanto, não é particular, mas geral. Ao afirmar que há seres, que a
realidade não é vazia, estamos afirmando uma característica geral da realidade assumida
pela lógica clássica e, portanto, respeitando a tese da generalidade absoluta.
Um modo simples de perceber que os teoremas que envolvem constantes individuais
não ameaçam a tese da generalidade absoluta é mostrar que se substituirmos cada cons-
tante individual que ocorre neles por uma variável ‘y’ e tomarmos o fecho universal da
fórmula resultante, obteremos um teorema. O teorema ∃x (x = c), por exemplo, nos dá o
teorema ∀y ∃x (x = y). De um modo geral, tanto na lógica clássica quanto na intuicionista
de primeira ordem, o seguinte resultado
` α(c) ⇒ ` ∀yα(y)
vale e sua demonstração em sistemas de dedução natural é um mero corolário do teorema
de normalização de Prawitz (2006). Isso significa que nenhum teorema com a forma α(c)
ameaça a tese da generalidade absoluta, porque o que eles afirmam sobre ‘c’ é verda-
deiro para qualquer indivíduo ‘y’ do domínio de quantificação, já que ∀yα(y) também é
teorema.19
Vimos, até agora, que para os teoremas existenciais que têm a forma de teoremas
proposicionais, vale a seguinte regra:
` α ⇒ ` ∃xα(x) ⇒ ` ∀xα(x)
Se demonstrássemos que, independentemente da forma lógica de α, dado um teorema exis-
tencial qualquer ∃xα(x), se ao substituirmos o quantificador existencial por um universal,
a fórmula resultante ∀xα(x) continua sendo um teorema, então teríamos um argumento
completo para a defesa generalidade absoluta da lógica. Ou seja, se demonstrássemos que,
independentemente da forma de α,
` ∃xα(x) ⇒ ` ∀xα(x)
este resultado garantiria que qualquer particularidade que pudéssemos afirmar através de
um teorema existencial ∃xα(x) seria apenas uma afirmação parcial de uma generalidade
garantida por outro teorema, representado por ∀xα(x), o que manteria assegurada a
generalidade absoluta da lógica clássica.
Este resultado não é válido em geral para a lógica clássica, mas há uma prova bastante
simples dele para a lógica intuicionista, que também obtém-se como um corolário do
19 Para os nossos propósitos de argumentar em favor da generalidade absoluta das lógicas clássica e
intuicionista, a eliminação das constantes individuais dada pelo resultado ‘` α(c) ⇒ ` ∀yα(y)’ é sufici-
ente e será assumida nos demais argumentos desta Seção. É interessante notar também que a eliminação
das constantes individuais exigida pela arregimentação na notação canônica de Quine, que as substi-
tui por descrições, não se constitui em um problema apenas quando nos restringimos à lógica clássica.
Por não comportar condicionais contrafactuais, a lógica clássica se protege das célebres críticas de Saul
Kripke (2001) à abordagem descritivista dos nomes, que só se aplicam em contextos que admitem tais
condicionais. Já na lógica intuicionista, esta eliminação forçada das constantes é problemática, porque a
famosa tradução de Godel-McKinsey-Tarsky entre a lógica intuicionista e a lógica modal S4 demonstra
a capacidade da primeira de abrigar condicionais subjuntivos e contextos contrafactuais.
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teorema de normalização.20 A lógica intuicionista é, por isso, absolutamente geral. Todos
os seus teoremas que contém constantes individuais são meras afirmações parciais de
teoremas universais sem constantes, e todos os seus teoremas existenciais são convertíveis
em teoremas universais. Então não há, entre os teoremas da lógica intuicionista, nenhuma
afirmação particular. Ela respeita a generalidade absoluta.
Na lógica clássica, na grande maioria dos casos em que ∃xα(x) é um teorema, ∀xα(x)
também será, e as situações que desafiam a generalidade absoluta são bastante raras.21
Mas há exceções. A única que conheço é a seguinte sentença:
∃x (P(x)→ ∀y P(y))
Esta sentença é um teorema da lógica clássica de primeira ordem, mas a sentença
∀x (P(x)→ ∀y P(y)), obtida pela substituição do quantificador existencial principal por
um quantificador universal, não é teorema clássico. Vale notar que, como este resultado
vale para a lógica intuicionista, esta exceção e qualquer outra que possa haver é uma
afirmação existencial que não é teorema intuicionista. Ou seja, ∃x (P(x)→ ∀y P(y)) é
um teorema clássico, mas não é um teorema intuicionista. Vamos comparar a afirmação
existencial, que é teorema clássico, com a afirmação universal, que não é teorema, para
tentar entender a situação.
∃x (P(x)→ ∀y P(y)): há pelo menos um indivíduo que,se ele for P, então todos são Ps.
∀x (P(x)→ ∀y P(y)): dado um indivíduo qualquer,se ele for P, então todos são Ps.
Pode até parecer que a primeira sentença está fazendo uma afirmação particular sobre
um indivíduo peculiar, que ela está separando a realidade e que não é absolutamente
genérica. Mas quando tentamos entender por que ela é um teorema, por que não pode
haver nenhuma interpretação em que ela é falsa, percebemos que apesar de sua forma
existencial, ela não faz uma afirmação particular.
A segunda sentença não é um teorema clássico porque podemos conceber a circuns-
tância em que alguns indivíduos são Ps e outros não são. Nesta circunstância, quando
20 Em Veloso et al. (2012) podemos encontrar vários resultados relacionados e mais gerais do que
este nosso, que apresento agora o esboço da prova: suponha que temos uma prova normal, pi, de ∃xα(x)
em um sistema de dedução natural para a lógica intuicionista. Sendo normal, e tendo ∃xα(x) como sua
última fórmula, a última regra de pi será ou uma regra de introdução do existencial (∃I ) ou uma regra
do absurdo intuicionista (⊥). Como a lógica intuicionista é consistente, a última aplicação de regra em
pi não pode ser (⊥), caso contrário, se excluíssemos de pi esta última regra obteríamos uma prova do
absurdo sem premissas, o que seria uma prova da inconsistência da lógica intuicionista. Então a última
aplicação de regra em pi é uma aplicação de (∃I ). Podemos substituir esta última aplicação de regra em
pi por uma aplicação da regra (∀I ), que tem exatamente a mesma forma que (∃I ), obtendo uma prova
pi′ cuja última sentença será ∀xα(x). Esta aplicação de (∀I ) respeita as restrições da regra, porque a
premissa da última regra de pi não depende de nenhuma hipótese, já que pi é a prova de um teorema (não
tem hipóteses abertas) e a aplicação de (∃I ) não descarta hipóteses. A prova pi′ é, então, uma prova de
∀xα(x) correta e sem hipóteses abertas. Logo ∀xα(x) é teorema da lógica intuicionista.
21 Como o conjunto de teoremas clássicos é infinito, falar de “grande maioria” sem nenhuma qualifi-
cação é um abuso de linguagem. Podemos entender “grande maioria” neste contexto como afirmando que
para qualquer limite finito n no número de símbolos das fórmulas (complexidade), o número de teoremas
existenciais com complexidade menor que n cuja substituição do quantificador existencial pelo univer-
sal resulta em um teorema universal é muito maior que o número de teoremas existenciais cuja mesma
substituição resulta em uma fórmula universal que não é teorema.
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instanciamos a sentença universal com um indivíduo que é P, teremos o antecedente do
condicional P(x) verdadeiro, mas o consequente ∀y P(y) falso, já que estamos analisando a
circunstância em que alguns indivíduos não são P. Então o condicional P(x)→ ∀y P(y) é
falso e a sentença universal ∀x (P(x)→ ∀y P(y)) também é, já que ela tem uma instância
falsa.
A primeira sentença é um teorema porque tanto na circunstância em que alguns in-
divíduos não são Ps, quanto na circunstância em que todos são, a sentença é verdadeira.
Quando alguns indivíduos não são Ps, se instanciamos o existencial com um destes indi-
víduos que não é P, teremos antecedente P(x) e consequente ∀y P(y) falsos, e portanto o
condicional P(x)→ ∀y P(y) será verdadeiro e o existencial ∃x (P(x)→ ∀y P(y)) também,
já que tem instância verdadeira. Quando todos os indivíduos são Ps, o consequente do
condicional ∀y P(y) é verdadeiro e qualquer instância do existencial nos dá um antece-
dente do condicional P(x) também verdadeiro e portanto o condicional P(x)→ ∀y P(y)
é verdadeiro e a sentença existencial ∃x (P(x)→ ∀y P(y)) também, já que tem instância
verdadeira.
Então, apesar de sua forma existencial, a sentença só é válida porque em cada uma
das circunstâncias possíveis ela tem instâncias verdadeiras. As duas circunstâncias pos-
síveis analisadas, a de que alguns indivíduos não são Ps e a de que todos os indivíduos
são Ps esgotam as possibilidades. Encaradas isoladamente, cada uma destas circunstân-
cias representa uma situação particular, uma possibilidade específica e particular na qual
os fatos podem se dar. Mas o conjunto destas duas possibilidades, ou seja, a afirma-
ção de sua disjunção, não tem nenhuma particularidade e representa uma característica
absolutamente geral da realidade, correspondendo a uma instância do terceiro excluído
(∀x P(x) ∨ ¬∀x P(x)).
Acontece que o reconhecimento da validade da afirmação existencial ∃x(P(x)→∀yP(y))
que apresentamos acima não nos informa qual destas duas circunstâncias possíveis é a
responsável pela verdade da sentença. Há, então, dois motivos bastante distintos que
justificam a verdade da sentença, e descobrir que a sentença é verdadeira não nos informa
qual destes motivos é o que está em vigor. A sentença pode ser verdadeira porque alguns
indivíduos não são Ps e, portanto, ela pode ser instanciada de modo que antecedente
e consequente do condicional sejam falsos. Mas ela pode também ser verdadeira porque
todos os indivíduos são Ps e portanto qualquer instância do existencial nos dá antecedente
e consequente verdadeiros.
Apesar da sentença ter a forma lógica de uma afirmação particular que separa a
realidade, como há duas circunstâncias distintas que representam dois modos distintos
dela ser verdadeira, que esgotam todas as possibilidades em que os fatos podem se dar,
e como o reconhecimento de sua verdade não nos diz qual dos dois é o modo pelo qual
ela é verdadeira, então o reconhecimento de sua verdade não nos dá nenhuma informação
particular sobre o mundo. Esta informação particular sugerida pela forma existencial
da sentença só nos seria comunicada se pudéssemos saber qual das duas circunstâncias
possíveis assegura a sua verdade. Como o simples fato de reconhecer a sentença como
verdadeira não nos dá esta informação, e como a disjunção destas duas possibilidades é
uma situação absolutamente genérica, pois esgota todos os casos, então podemos afirmar
com segurança que, mesmo sendo uma afirmação existencial, sua verdade não nos informa
nenhuma particularidade sobre a realidade e por isso não desafia generalidade absoluta
da lógica.
Como a afirmação existencial ∃x (P(x)→ ∀y P(y)) que estamos analisando não é um
teorema da lógica intuicionista, podemos ter certeza de que não é uma peculiaridade do
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argumento que apresentamos o fato de que o reconhecimento de sua validade não nos
informa sobre qual de duas circunstâncias particulares possíveis é a responsável por sua
verdade. Qualquer justificativa semântica para a validade desta sentença necessariamente
dependerá de alguma instância do princípio do terceiro excluído, caso contrário ela seria
um teorema intuicionista. Além disso, como demonstramos que na lógica intuicionista
sempre que ∃xα(x) é teorema, ∀xα(x) também será, então qualquer outro suposto con-
traexemplo à generalidade absoluta que viermos a encontrar será semelhante a este, no
sentido de que o reconhecimento de sua validade dependerá do princípio do terceiro ex-
cluído e, portanto, não desafiará a generalidade absoluta da lógica pelos mesmos motivos
que apresentamos para o caso atual.
Podemos finalmente concluir que, mesmo possuindo certos teoremas existenciais cu-
jas contrapartidas universais não são teoremas, a lógica clássica, tanto quanto a lógica
intuicionista, respeita o princípio da generalidade absoluta. Nenhum de seus teoremas
faz qualquer afirmação particular. Eles não dividem nem separam a realidade. Não se
referem a características específicas de indivíduos específicos, mas apenas a características
gerais de todos os indivíduos e constituem-se, por isso, em princípios metafísicos que nos
dão uma caracterização da estrutura mais geral da realidade.
Conforme já comentamos, não é possível dar um argumento único para a generalidade
absoluta de todos os sistemas lógicos, simplesmente porque não há consenso entre os
lógicos sobre os limites do seu domínio de conhecimento. Além de argumentos como estes
que apresentei sobre a generalidade absoluta de sistemas lógicos específicos, o máximo que
podemos almejar é um resultado que nos informaria, por exemplo, quais as características
formais genéricas que os sistemas lógicos deveriam ter de modo a respeitar a generalidade
absoluta. Esta interessante tarefa está, no entanto, muito além dos propósitos deste texto.
Com a discussão dos debates entre realismo x idealismo apresentada na Seção 5, vimos
um exemplo de aplicação bem-sucedida do critério da incompatibilidade lógica. Ou seja,
uma aplicação do critério em que a incompatibilidade lógica das posições adversárias nos
mostrou que a divergência ali tratada é uma divergência metafísica genuína. Apenas a
título de exemplo, antes de passarmos às considerações finais vamos, na próxima Seção,
discutir brevemente um caso em que a aplicação do critério da incompatibilidade lógica
demonstra que a posição dissidente defendida por um dos lados não é, nos termos em
que foi proposta por seu autor, uma dissidência metafísica legítima, caracterizando a
divergência como meramente verbal.
8. McDaniel x van Inwagen: a univocidade do ser
Em “Ways of Being”, Kris McDaniel (2009) apresenta uma defesa do que ele considera ser
a versão heideggeriana da tese de que a existência não é unívoca. Haveria, para Heidegger,
múltiplos modos de ser: “there are many things which we designate as ‘being’, and we do
so in various senses” (Heidegger, 1993, 26). McDaniel aponta rapidamente algumas raízes
históricas da tese e propõe uma interpretação para a versão heideggeriana na qual os
múltiplos modos do ser são identificados através da equivocidade de significados presente
em nossos usos de expressões como “ser”, “existência”, “existe”, “é uma entidade”, “há”. Ele
classifica estas expressões como analógicas, e define: uma expressão é analógica quando
“ela tem um sentido genérico que, a grosso modo, aplica-se a objetos de diferentes tipos
em virtude destes objetos exemplificarem características bastante diferentes” (McDaniel,
2009, 295). Ele apresenta a expressão mereológica “é uma parte de” como um modelo
paradigmático de expressão analógica e exemplifica alguns de seus usos:
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esta mão é uma parte deste homem, a classe das mulheres é uma parte da classe
dos seres humanos, esta sub-região é uma parte do espaço, este minuto é uma
parte desta hora, esta premissa é uma parte deste argumento, e assim por diante.
(McDaniel, 2009, 295)
Para McDaniel há uma ideia comum a estes vários usos, mas não é esta ideia comum que
explica e justifica cada um deles. Cada uso específico aplica-se a objetos de tipos muito
distintos e é explicado por uma relação fundamental específica. Cada uma destas relações
fundamentais representa um conceito distinto do que é ser uma parte que é particular ao
tipo de coisas às quais ela se aplica. Portanto, os motivos pelos quais há partes em cada
caso são também fundamentalmente diversos (p. 296). Ou seja, “ser uma parte de” é uma
expressão analógica para McDaniel porque haveria diversos modos muito variados em que
algo é parte de algo. Da mesma forma, nossos múltiplos usos das expressões ligadas aos
seres exprimiriam o fato de que há muitos modos de ser, e o conceito de ser também
seria analógico. Usarei a expressão ‘tese da equivocidade’ para me referir à posição de
McDaniel.
Na outra ponta da divergência que nos interessa aqui está Peter van Inwagen, que
defende a tese contrária de que a existência é unívoca, não havendo múltiplos modos de
ser, mas um único. Para van Inwagen, o conceito de ser não seria analógico e qualquer
coisa que exista, existe exatamente do mesmo modo e no mesmo sentido do que qualquer
outra. Usarei a expressão ‘tese da univocidade’ para me referir à posição de van Inwagen.
A divergência entre as teses da univocidade e da equivocidade é, aparentemente, uma
divergência metafísica sobre se na estrutura geral da realidade há lugar para diferentes
modos de existir, ou se a realidade comporta apenas um modo de existir. Nosso objetivo
aqui é aplicar o critério da incompatibilidade lógica para mostrar que, do modo específico
como estes dois autores a tratam, esta não é uma divergência metafísica legítima, mas
apenas um desacordo meramente verbal entre os adversários. Mas neste caso específico, o
critério nos ajudará também a perceber que a causa deste desacordo verbal é um mau uso
das palavras feito pelos defensores da tese da equivocidade. Veremos que o vocabulário que
McDaniel importa de Heidegger sobre os muitos modos de ser é inadequado e enganoso.
Feitos estes esclarecimentos preliminares, apresentarei, a seguir, um breve resumo da
tese da univocidade conforme defendida por van Inwagen (2009) em “Being, Existence,
and Ontological Commitment” e os principais pontos da tese da equivocidade, defendida
por McDaniel (2009) em “Ways of Being”. Em seguida apresentarei a crítica à tese da
equivocidade que o próprio van Inwagen (2014) faz, em “Modes of Being and Quantifi-
cation”, onde ele realiza uma arregimentação formal da tese da equivocidade na lógica
clássica de primeira ordem, a mesma lógica em que ele arregimenta a sua própria tese da
univocidade. Isso torna possível empregar o critério da incompatibilidade lógica e concluir
que o desacordo não é genuinamente metafísico. Ao final esclarecemos quais as conclusões
que podemos tirar desta análise.
Em “Being, Existence, and Ontological Commitment”, van Inwagen apresenta o modo
como ele entende que a ontologia deveria ser praticada e quais suas teses fundamentais.
Ele afirma que estas teses representam o modo como Quine entende as questões ligadas
ao ser e as rotula de “5 teses da meta-ontologia de Quine”:
T1) O ser não é uma atividade.
T2) Ser e existência são o mesmo.
T3) A existência é unívoca.
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T4) O único sentido do ser ou existência é adequadamente capturado pelo quantifi-
cador existencial da lógica formal.
T5) As questões ontológicas devem ser resolvidas através do método do compromisso
ontológico.
Se ser e existência são o mesmo, então falar sobre univocidade ou equivocidade do ser, ou
sobre um único ou múltiplos modos de existir é a mesma coisa. Além disso, se a existência
é unívoca e o seu único sentido é capturado pelo quantificador existencial, então há um
único e irrestrito domínio de quantificação que abrange tudo o que há, e as regras lógicas,
que regulam o quantificador existencial, esgotam as possibilidades para o significado da
existência. Estas teses o autorizam a concordar com a afirmação de Quine de que “a
existência é o que o quantificador existencial expressa. Há coisas do tipo F se e somente
se ∃x F(x)” (Quine, 1969, 97).
Além disso, como, de acordo com T5, van Inwagen aceita o método ontológico de
Quine que apresentamos na Seção 3, então a lógica formal a que ele se refere na tese T4
é a lógica clássica de primeira ordem. Ou seja, o quantificador existencial que captura o
sentido único da existência é para van Inwagen o existencial da lógica clássica de primeira
ordem.
A tese da univocidade, de acordo com van Inwagen, resume-se, então, na aceitação
de que é na lógica clássica de primeira ordem que devemos arregimentar nossas teses
sobre o ser, que há um único e irrestrito domínio de quantificação, que é acessado pelo
quantificador existencial, cujas regras capturam o sentido único da existência.
Voltemo-nos agora para a tese da equivocidade. Vou me concentrar apenas nos pontos
cruciais suficientes para o entendimento do debate, omitindo vários de seus aspectos e
detalhes que não são relevantes para a nossa questão. Após as explicações iniciais sobre o
significado mais geral da ideia da equivocidade do ser e de vários esclarecimentos paralelos,
McDaniel esforça-se por explicar a posição de Heidegger sobre a equivocidade através de
recursos formais como predicados, quantificadores e variáveis. Ele afirma que apesar de
Heidegger defender que “o ser vem em muitos sabores”, ele reconhece que há um sentido
genérico de ser. E afirma que “o sentido genérico de ser é representado na lógica formal
pelo quantificador irrestrito” padrão da lógica de primeira ordem (McDaniel, 2009, 301).
Então ele se pergunta: “qual é a melhor forma de representar os diversos sentidos restri-
tos do ser segundo Heidegger?” Após rapidamente recusar o uso de constantes individuais
para esta tarefa, ele considera a possibilidade de predicados especiais representarem os
diversos modos de ser. Mas também aqui descarta rapidamente esta possibilidade: “isto
parece inapropriado, uma vez que este procedimento trata a atribuição de um modo de
ser a uma coisa como a predicação de uma propriedade desta coisa”. E continua: “os mo-
dos do ser não são meras propriedades especiais que algumas entidades têm e que outras
carecem, e por isso não são representados do modo mais perspicaz por predicados” (p.
302). E faz, na sequência, sua sugestão crucial:
uma ideia natural, então, é que os sentidos específicos de ‘ser’ são melhor repre-
sentados por quantificadores. A noção de um quantificador restrito — um que
varia sobre apenas algum subconjunto próprio do que o quantificador irrestrito
varia — é perfeitamente inteligível. Os sentidos do ‘ser’ de Heidegger são pro-
priamente representados em um sistema formal por quantificadores restritos. [...]
Então para cada tipo especial de ser reconhecido por Heidegger, corresponde um
quantificador restrito cujo domínio é uma subclasse própria do domínio do quan-
tificador irrestrito, e que varia sobre todas e apenas aquelas coisas que têm este
tipo de ser (p. 302).
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Logo em seguida ele faz a seguinte estranha declaração.
Então representar os modos de ser de Heidegger através de quantificadores res-
tritos — quantificadores que em virtude de seu significado variam apenas sobre
algum subconjunto próprio do que o quantificador existencial irrestrito varia —
parece um modo excelente de proceder. (pp. 302-303)
A estranheza aqui está na afirmação de que os quantificadores restritos são restritos em
virtude de seu significado. A pergunta imediata que esta afirmação suscita é: o que é
o significado de um quantificador? Onde, por quem e como ele é estabelecido? A única
indicação de alguma resposta para esta questão que seu texto traz é uma citação de Eli
Hirsch (2005, 76), em que ele afirma que os quantificadores seriam semanticamente res-
tritos quando “regras semânticas implícitas na linguagem” estabelecem a restrição de seu
domínio (McDaniel, 2009, 303). Mas McDaniel ignora esta sugestão e deixa completa-
mente sem resposta a questão sobre como os quantificadores adquirem o significado que
eles têm.
Mas continuemos por ora. Ele então propõe, para exemplificar, dois tipos de quan-
tificadores restritos, o que ele chama de ‘existenzial ’, cujo domínio de quantificação são
as entidades cujo modo de ser é ter existenz, que é o modo de ser das coisas concretas e
particulares. O outro quantificador é o que ele chama de ‘subsistential ’, cujo domínio são
as entidades que têm subsistência como o seu modo de ser, que é o modo de ser das coisas
abstratas. E ele insiste que é em virtude do significado de cada um destes quantificadores
que seu domínio de quantificação é especificado (p. 303).
Temos então três tipos de quantificadores existenciais, o quantificador existencial ge-
nérico da lógica clássica, cujo domínio de quantificação é absolutamente genérico, e os
quantificadores restritos existenzial e subsistential, com seus domínios de quantificação
restritos aos tipos de seres concretos e abstratos a que eles respectivamente se ligam.
McDaniel alega que, de acordo com a perspectiva de Heidegger, os quantificadores
restritos existenzial e subsistential devem ser prioritários em significado com relação ao
quantificador existencial genérico (p. 303). Então ele afirma que, sendo prioritários em
significado em relação ao quantificador irrestrito, os quantificadores restritos devem ser
semanticamente primitivos, e passa a investigar como usar estes quantificadores para
entender de que modo o sentido genérico do ser, que é subsidiário dos sentidos restritos,
poderia deles ser obtido. Para esta discussão ele apela ao conceito de fundamentalidade.
Esta discussão, do modo que ele a apresenta, me parece apressada e mal formulada.
Sua conclusão é também meramente negativa. Ele não apresenta nenhum argumento
positivo para suportar sua posição sobre a prioridade de significado dos quantificadores
restritos relativamente ao genérico, mas apenas uma defesa a um argumento contrário a
esta tese. Ainda que esta defesa seja bem sucedida, o problema de sua abordagem que
propiciou a crítica de van Inwagen é o fato de que, para além da mera afirmação de que há
diferentes modos de ser, e da nomeação de alguns destes modos, ele não diz uma palavra
sequer que explique, demonstre ou esclareça em que consiste a distinção dos múltiplos
modos de ser. Se a existência abstrata dos seres que subsistem é diferente da existência
concreta dos seres que existem, em que consiste esta diferença? Para além de pertencerem
a domínios de quantificação distintos, quais as características que distinguem estes dois
domínios de quantificação? O que é permitido (ou possível) a seres de um tipo que é
proibido (ou impossível) a seres de outro? Qual a motivação para esta separação entre os
diferentes modos de ser e em que ela consiste? Não há uma palavra sequer esclarecendo
estas questões no texto de McDaniel.
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Esta ausência de qualquer esclarecimento sobre de que modo os múltiplos modos de
ser são diferentes uns dos outros propiciou combustível para a crítica da tese de McDaniel
da equivocidade do ser que van Inwagen (2014) elaborou em “Modes of Being and Quanti-
fication”. Ele aproveitou-se desta indefinição e propôs variadas maneiras de arregimentar
a tese da equivocidade na lógica clássica de primeira ordem. Algumas utilizando uma
versão polissortida da lógica de primeira ordem e interpretando os modos de ser através
de quantificadores restritos, exatamente de acordo com as prescrições de McDaniel (van
Inwagen, 2014, 20). Algumas outras, no entanto, formalizando os modos de ser não como
quantificadores, mas como predicados cujas extensões coincidiriam com os seres de cada
suposto modo (van Inwagen, 2014, 9).22
O ponto central de sua argumentação foi mostrar que qualquer argumento que fosse
informalmente válido (ou inválido) quando avaliado de modo a respeitar a tese da equi-
vocidade, continuaria válido (ou inválido) em qualquer de suas arregimentações na lógica
clássica de primeira ordem. Se a este fato acrescentarmos a sua abordagem à ontologia,
na qual o sentido único da existência é capturado pelo quantificador existencial geral da
lógica clássica, então estas suas arregimentações representam uma prova de que a tese da
equivocidade não afirma nada substancial, já que ela é compatível com a tese da univoci-
dade. Ao possuir arregimentações na lógica clássica de primeira ordem que se comportam
exatamente como a versão original não arregimentada, a tese da equivocidade se mostra
compatível com a tese da univocidade, uma vez que o quantificador existencial único da
lógica clássica exprime e representa a própria tese da univocidade, de acordo com van
Inwagen. O fundamento da crítica de van Inwagen é, então, o caráter inerte da proposta
de McDaniel.
Van Inwagen não menciona explicitamente nada semelhante ao nosso critério da in-
compatibilidade lógica, nem tampouco compromete-se com nossa hipótese do isomorfismo
entre lógica e metafísica. Mas podemos “sentir o cheiro forte” do critério da incompati-
bilidade lógica aqui. Ele entende sua própria argumentação como uma vitória da tese
da univocidade sobre a equivocidade, vitória esta propiciada por suas arregimentações
compatíveis com a versão original não arregimentada da equivocidade com relação aos
argumentos que elas validam ou invalidam.
A nossa interpretação da situação, dada pelo critério da incompatibilidade lógica é,
no entanto, suavemente diferente. Nós não precisamos, em princípio, assumir a tese inwa-
geriana de que um dos compromissos metafísicos da lógica clássica de primeira ordem é
a univocidade do ser. A controvérsia sobre a generalidade absoluta do domínio de quan-
tificação da lógica clássica presente na literatura (Rayo and Uzquiano, 2009) nos sugere
cautela neste quesito. Na ausência desta suposição, as arregimentações de van Inwagen
demonstram apenas que as teses da univocidade e da equivocidade são logicamente com-
patíveis e, portanto, pelo critério da incompatibilidade lógica, a divergência entre elas
não corresponde a uma divergência metafísica genuína sobre a estrutura mais geral da
realidade. É esta a informação principal que a aplicação de nosso critério a este debate
nos dá. No entanto, quando colocamos lado a lado o discurso e vocabulário heideggeriano
ligado à tese da equivocidade e o discurso e vocabulário quineano da tese da unicidade,
e os confrontamos com os compromissos metafísicos mais óbvios que a lógica clássica de
primeira ordem parece assumir, fica muito difícil discordar de van Inwagen.
22Como a lógica clássica polissortida é traduzível na lógica clássica com um único tipo de variável,
então todas as arregimentações de van Inwagen da tese da equivocidade de McDaniel são equivalentes e
compatíveis com a lógica clássica de primeira ordem tradicional.
183
9. Considerações Finais
Talvez haja razões para rejeitar também a tese da univocidade de van Inwagen, por
causa de argumentos ligados à generalidade absoluta dos quantificadores ou outro motivo
qualquer. No entanto, mesmo que venhamos a descobrir que a existência não é unívoca,
a presente análise nos autoriza a afirmar com segurança que ainda que haja múltiplos
modos de ser, não será a versão de McDaniel da tese da equivocidade de Heidegger que
nos fornecerá a explicação deste fato.
9. Considerações Finais
A proposição do critério da incompatibilidade lógica foi motivada por dois tipos de pre-
ocupações: metafísicas e lógicas. Do lado da metafísica, minha preocupação primeira
foi defender a disciplina dos ataques deflacionistas que ela sempre sofreu tanto do senso
comum, quanto de cientistas e também de filósofos. Mas do mesmo modo que consi-
dero injustificados estes ataques, também sempre me incomodou o fato de que muitas
propostas e debates metafísicos específicos presentes na literatura parecem dar razão aos
deflacionistas. Refletir sobre a estrutura geral da realidade é uma atividade arriscada,
escorregadia, traiçoeira e em muitos casos específicos os filósofos parecem tropeçar em
suas próprias palavras e perderem-se em considerações incoerentes, intuições esdrúxulas
e debates estéreis.
Do lado da lógica, sempre me intrigou o fato que todas as nossas justificativas lógicas
se fundam em princípios que não são, eles próprios, justificados. O que fundamentaria os
princípios lógicos? Qual a razão para o fato de que quando os aplicamos corretamente
eles nos levam a conclusões confiáveis?
A hipótese do isomorfismo entre lógica e metafísica e o critério da incompatibilidade
lógica para as divergências metafísicas representam a minha resposta a estas inquietações.
Os princípios lógicos são confiáveis porque eles configuram-se em uma expressão da estru-
tura geral da realidade. São prescrições para o pensamento correto, conforme nos ensina
Frege, porque são leis que estabelecem o que é, em seu aspecto mais geral. Os princípios
lógicos, são lógicos, porque são princípios metafísicos.
As propostas metafísicas, por seu turno, enquanto caracterizações da estrutura mais
geral da realidade, são, por isso, imagens supervenientes dos princípios lógicos. Vinculam-
se a eles tanto quanto as figuras geométricas vinculam-se aos gráficos cartesianos de suas
equações algébricas. Então aquelas propostas supostamente metafísicas, mas que não
possuem qualquer especificidade lógica, não são genuinamente metafísicas. E as propostas
genuinamente metafísicas não são estéreis, são, ao contrário, férteis. Porque ao possuírem
especificidade lógica elas se espalham e influenciam todos os demais assuntos sobre os quais
raciocinamos. Ao influenciarem e afetarem todos os assuntos sobre os quais raciocinamos,
elas assumem o papel central que se espera de uma caracterização geral da realidade. As
propostas metafísicas, são metafísicas, porque são lógicas.
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